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ΗΟΤΝΗΟ΢ 2000 ΜΑΘΖΜΑ ΓΔΝΗΚΖ΢ ΠΑΗΓΔΗΑ΢ 

ΘΔΜΑ 1 

Α). α).Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε F(x) = f(x) + g(x). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο, λα  

           απνδείμεηε φηη:  F (x) = f (x) + g (x).                                                                       Μνλάδεο 8 

      β). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηηο παξαγψγνπο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

 c f(x),    f(x) g(x),  
( )

,   ( ) 0
( )

f x
g x

g x
,  φπνπ c πξαγκαηηθή ζηαζεξά.                 Μνλάδεο 4,5 

 

Β). α). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηα  

            γξάκκαηα ηεο ζηήιεο Α θαη δίπια ηνλ  

            αξηζκφ ηεο ζηήιεο Β πνπ αληηζηνηρεί ζηε  

            ζσζηή απάληεζε. 

                                                            Μνλάδεο 8 

 

΢ηήιε Α 

΢πλάξηεζε 

΢ηήιε Β 

πξψηε παξάγσγνο 

α).  x
2 
+ 3 1). 1  εκx 

β).  x + ζπλx 2). 3 x
2
  8 x 

γ).  x εκx 3). 2 x + 3 

δ).  x
3 

 4 x
2 

4. εκx  x ζπλx 

 5). 2 x 

 6). 3 x
2
  4 x 

 7). εκx + x ζπλx 
 

      β). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε.  

            Ζ πξψηε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο   ( ) ,   0 
xe
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x
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x
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                                                                                                                                            Μνλάδεο 4,5 

ΛΤ΢Ζ 

Α). α). Θεσξία,    β). Θεσξία  

Β). α). α  5,  β  1,    γ  7,    δ  2.        β). Γ 

                                                                                                                                 

ΘΔΜΑ 2 

A). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ πίλαθα ησλ ηηκψλ ηεο κεηαβιεηήο Υ ζσζηά ζπκπιεξσκέλν. 

Σηκέο 

Μεηαβιεηήο 

 

΢πρλφ- 

ηεηα 

΢ρεηηθή 

΢πρλφ- 

ηεηα 

΢ρεηηθή 

΢πρλφ- 

ηεηα 

Αζξνηζηηθή 

΢πρλφηεηα 

 
  

xi λi fi fi % Ni xi λi xi
2 

xi
2

λi 

1 10    10 1 10 

2    35  4  

3      9  

΢ΤΝΟΛΟ λ=50 1 100     
 

                                                                                                                                            Μνλάδεο 16 

 

B). Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηάκεζν.                                                               Μνλάδεο 4 

Γ). Να δείμεηε φηη ε δηαθχκαλζε είλαη s
2 
= 0,49.Γίλεηαη φηη: 

2

12 2

1

1
  

k

i ik
i

i i

i

x

S x  

                                                                                                                                               Μνλάδεο 5 
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ΛΤ΢Ζ 

A). απφ ηνλ πίλαθα έρνπκε φηη : λ1 = 10, Ν2 = 35, x1 λ1 = 10, x1
2
 = 1, x2

2
 = 4, x3

2
 = 9, x1

2
λ1 = 10.  

Όκσο Ν2 = λ1 + λ2  35 = 10 + λ2  λ2 = 25.  

Δπεηδή είλαη : λ = 50  λ1 + λ2 + λ3 = 50  10 + 25 + λ3 = 50  λ3 = 15.  

Δπνκέλσο : f1 = 1 10
0, 2

50
,  f2 = 2 25

0,5
50

 θαη f3 = 3 15
0,3

50
.  

Αθφκα : λ1 = Ν1 = 10  θαη  λ = Ν3 = 50.   

Δπηπιένλ : x2 λ2 = 2 25 = 50, x3 λ3 = 3 15 = 45  θαη 
3

1

i i

i

x  = 10 + 50 + 45 = 105.  

Σέινο έρνπκε : x2
2

λ2 = 2
2

25 = 100,  x3
2

λ3 = 3
2

15 = 135   θαη  
3

2

1

i i

i

x  = 10 + 100 + 135 = 245.  

Δπνκέλσο ν πίλαθαο γίλεηαη :  

Σηκέο 

Μεηαβιεηήο 

 

΢πρλφ- 

ηεηα 

΢ρεηηθή 

΢πρλφ- 

ηεηα 

΢ρεηηθή 

΢πρλφ- 

ηεηα 

Αζξνηζηηθή 

΢πρλφηεηα 

 
  

xi λi fi fi % Ni xi λi xi
2 

xi
2

λi 

1 10 0,2 20 10 10 1 10 

2 25 0,5 50 35 50 4 100 

3 25 0,3 30 30 45 9 135 

΢ΤΝΟΛΟ λ=50 1 100  105  245 

 

Β). έρνπκε φηη : 

3

1 105
2,1

50

i i

i

x

x . Καη φηη ε εηθνζηή θαη εηθνζηή πξψηε παξαηήξεζε είλαη 2 

Άξα έρνπκε δ = 25 26 2 2
2

2 2

x x
.  

 

Γ). 

2

12 2

1

1
  

k

i ik
i

i i

i

x

S x = 
21 105 1 11025 24,5

245 245 0,49
50 50 50 50 50

.   

 

ΘΔΜΑ 3 

Απφ 120 καζεηέο ελφο Λπθείνπ, 24 καζεηέο ζπκκεηέρνπλ ζην δηαγσληζκφ ηεο Διιεληθήο 

Μαζεκαηηθήο Δηαηξείαο, 20 καζεηέο ζπκκεηέρνπλ ζην δηαγσληζκφ ηεο έλσζεο Διιήλσλ Φπζηθψλ 

θαη 12 καζεηέο ζπκκεηέρνπλ θαη ζηνπο δχν δηαγσληζκνχο. Δπηιέγνπκε ηπραία έλα καζεηή. Πνηα 

είλαη ε πηζαλφηεηα ν καζεηήο: 

Α: λα ζπκκεηέρεη ζ’ έλαλ ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο δχν δηαγσληζκνχο ;                      Μνλάδεο 8 

Β: λα ζπκκεηέρεη κφλν ζ’ έλαλ απφ ηνπο δχν δηαγσληζκνχο;                                             Μνλάδεο 8 

Γ: λα κε ζπκκεηέρεη ζε θαλέλαλ απφ ηνπο δχν δηαγσληζκνχο;                                           Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

Ο δεηγκαηηθφο ρψξνο ηνπ πεηξάκαηνο ηχρεο είλαη νη 120 καζεηέο ηνπ ιπθείνπ, νπνηε Ν(Ω) = 120.  

Έζησ ηα ελδερφκελα :  

Α : «Ο καζεηήο ζπκκεηέρεη ζην δηαγσληζκφ ηεο ΔΜΔ» 

Β : «Ο καζεηήο ζπκκεηέρεη ζην δηαγσληζκφ ηεο ΔΔΦ».  
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Σφηε : Α Β : «Ο καζεηήο ζπκκεηέρεη θαη ζηνπο δχν δηαγσληζκνχο».  

Σφηε : Ρ(Α) = 
24

120
 = 0, 2   θαη   Ρ(Α ) = 1  Ρ(Α) = 1  0,2  Ρ(Α ) = 0,8  θαη  

Ρ(Β) = 
20 1

120 6
  θαη Ρ(Β ) = 1  Ρ(Β) = 1  

1

6
  Ρ(Β ) = 

5

6
  θαη Ρ(Α Β) = 

12

120
 = 0,1.   

Σν ελδερφκελν λα ζπκκεηέρεη ζε έλαλ ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο δχν δηαγσληζκνχο είλαη Α Β,  

Οπφηε : Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β) = 
24 20 12 32

120 120 120 120
  Ρ(Α Β) = 

4

25
.  

Σν ελδερφκελν λα ζπκκεηέρεη ζ’ έλαλ κφλν απφ ηνπο δχν δηαγσληζκνχο είλαη : (Α  Β) (Β  Α).  

Άξα : Ρ[(Α  Β) (Β  Α)] = Ρ(Α  Β) + Ρ(Β  Α) = Ρ(Α)  Ρ(Α Β) + Ρ(Β)  Ρ(Β Α) =  

 = Ρ(Α) + Ρ(Β)  2 Ρ(Α Β) = 
24 20 12 20

2
120 120 120 120

  Ρ[(Α  Β) (Β  Α)] = 
1

6
.   

Σέινο ην ελδερφκελν λα κελ ζπκκεηέρεη ζε θαλέλαλ δηαγσληζκφ απφ ηνπο δχν είλαη : (Α Β) .  

Άξα : Ρ[(Α Β) ] = 1  Ρ(Α Β) = 1  
4 11

15 15
.  

 

ΘΔΜΑ 4 

΢ηα ζρνιεία ελφο Γήκνπ ππεξεηνχλ ζπλνιηθά 

100 εθπαηδεπηηθνί. Ο ζπλνιηθφο ρξφλνο 

ππεξεζίαο ησλ εθπαηδεπηηθψλ δίλεηαη απφ ηνλ 

παξαθάησ πίλαθα :  

Α). Πφζνη εθπαηδεπηηθνί έρνπλ ηνπιάρηζηνλ 15  

      ρξφληα ππεξεζίαο ;                                     

                                                            Μνλάδεο 5 

 

Υξφληα ππεξεζίαο  

[    -   ) 

΢ρεηηθή ΢πρλφηεηα  

fi % 

0-  5 10 

5-10 15 

10-15 12 

15-20 15 

20-25 18 

25-30 18 

30-35 12 
 

Β).Με ηελ πξνυπφζεζε φηη θάζε εθπαηδεπηηθφο ζα ζπληαμηνδνηεζεί, φηαλ ζπκπιεξψζεη 35 ρξφληα: 

     α). πφζνη εθπαηδεπηηθνί ζα ζπληαμηνδνηεζνχλ κέζα ζηα επφκελα 12,5 ρξφληα;  

          Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                                                                    Μνλάδεο 10 

     β). πφζνη ζπλνιηθά εθπαηδεπηηθνί πξέπεη λα πξνζιεθζνχλ κέζα ζηα επφκελα πέληε ρξφληα, ψζηε  

           ν αξηζκφο ησλ εθπαηδεπηηθψλ πνπ ππεξεηνχλ ζηα ζρνιεία ηνπ Γήκνπ λα παξακέλεη ν ίδηνο;  

           Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                                                                  Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α). απφ ηνλ πίλαθα θαίλεηαη φηη ηνπιάρηζηνλ 15 έηε ππεξεζίαο έρνπλ 15 + 18 + 18 = 63 θαζεγεηέο. 

 

Β). α). ην ζπγθεθξηκέλν εξψηεκα, κε ηνλ ηξφπν πνπ δηαηππψλεηαη, επηδέρεηαη πεξηζζφηεξεο απφ κηα 

απαληήζεηο.  

 

Λχζε Α 

Αλ αθνινπζήζνπκε ην ζθεπηηθφ ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ θαη ππνζέζνπκε (αλ θαη δελ καο δίδεηαη) φηη 

ε θαηαλνκή είλαη νκνηφκνξθε, ηφηε ζηα επφκελα 12,5 έηε ζα ζπληαμηνδνηεζνχλ φζνη έρνπλ 

ππεξεζία πάλσ απφ 22,5 έηε. Σα 22,5 έηε ππεξεζίαο είλαη ην κέζν ηεο θιάζεο [20, 25), άξα ζα 

έρνπκε ζρεηηθή ζπρλφηεηα ην κηζφ ηνπ 18, δειαδή 9 θαζεγεηέο (νκνηφκνξθε θαηαλνκή), επνκέλσο  

9 + 18 + 12 = 39 εθπαηδεπηηθνί.  

 

Λχζε Β 

Αθνχ ε θαηαλνκή δελ καο δίδεηαη νκνηφκνξθε, δελ κπνξνχκε λα δψζνπκε αθξηβή αξηζκφ, αιιά 

δηάζηεκα γηα ηα έηε ππεξεζίαο. Σα επφκελα 12,5 έηε ζα ζπληαμηνδνηεζνχλ φζνη έρνπλ πάλσ απφ 
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22,5 έηε ππεξεζίαο. Σα 22,5 έηε ππεξεζίαο βξίζθνληαη κέζα ζηελ θιάζε [20, 25), άξα κπνξνχκε 

λα πνχκε φηη ζα ζπληαμηνδνηεζνχλ : 

ην ιηγφηεξν 18 + 12 = 30 θαη ην πεξηζζφηεξν 18 + 12 + 18 = 48 εθπαηδεπηηθνί.    

 

ΛΤ΢Ζ Γ 

Υξφληα ππεξεζίαο [    -   ) ΢ρεηηθή ΢πρλφηεηα fi % ΢ρεη.Αζξ. ΢πρλφηεηα 

Fi % 

0-  5 10 10 

5-10 15 25 

10-15 12 37 

15-20 15 52 

20-25 18 70 

25-30 18 88 

30-35 12 100 

 

Έρνπκε φηη Α(20, 52) θαη Β(25, 70).  

Έζησ y = α x + β ε εμίζσζε ηεο 

επζείαο ΑΒ. Σφηε :  

52 20

70 25
  

20

3,6
.  

Δπνκέλσο ε εμίζσζε ΑΒ είλαη : 

 (AB) : y = 3,6 x 20.   

Γηα x = 22,5, έρνπκε : α = 3,6 22,5  20 

 α = 61.  

΢πλεπψο ζα πάξνπλ ζχληαμε : 

 100  61 = 39 εθπαηδεπηηθνί.  

 

O 5 10 

10 

25 

37 

20 35 15 25 30 

52 

70 

88 

100 

α 

  Α 

    Β 

10 
 

 

β). κέζα ζηα επφκελα ρξφληα ζα πάξνπλ ζχληαμε νη εθπαηδεπηηθνί πνπ έρνπλ ππεξεζία [30, 35)  

άξα ζα πξέπεη λα γίλνπλ 12 λέεο πξνζιήςεηο.    
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ΗΟΤΝΗΟ΢ 2001  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1
 

Α1). Να απνδείμεηε φηη γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ηζρχεη φηη: 

        Ρ (Α Β) = Ρ (Α)  Ρ (Α Β).                                                                                Μνλάδεο 8,5 

Α2). Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηηο παξαθάησ ζρέζεηο θαη λα ζπκπιεξψζεηε θαζεκηά απφ  

        απηέο κε ην  θαηάιιειν ζχκβνιν, (=, , ) έηζη ψζηε λα είλαη αιεζήο: 

        α). Ρ (Α ) . . . 1  Ρ(Α).                                                                                                 Μνλάδεο 2 

        β). αλ Α  Β ηφηε Ρ(Β) . . . Ρ(Α).                                                                                 Μνλάδεο 2 

Β1). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε  

        ΢σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

        Σα Α θαη Β είλαη ελδερφκελα ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω θαη Α  ην αληίζεην ηνπ  

        ελδερνκέλνπ  Α. 

        α). Αλ Α    Β ηφηε Ρ(Α) + Ρ(Β) < 1. 

        β). Αλ Ρ(Α) = Ρ(Α ) ηφηε  2 Ρ(Α) = Ρ(Ω).                                                                    Μνλάδεο 4 

Β2). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην  γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

         Αλ Α  Β,  Ρ(Α) = 
1

4
 θαη  Ρ(Β) = 

5

12
 ηφηε ε Ρ (Α Β) είλαη ίζε κε: 

          [Α]. 
1

4
  [Β]. 

5

12
      [Γ]. 

2

3
     [Γ]. 

1

6
.                                                                    Μνλάδεο 2,5 

Β3). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηα γξάκκαηα ηεο ΢ηήιεο 

Α θαη δίπια ζε θάζε γξάκκα ηνλ  

        αξηζκφ ηεο ΢ηήιεο Β, πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή 

απάληεζε. 

        Σα Α θαη Β είλαη ελδερφκελα ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ 

ρψξνπ Ω θαη ηζρχεη φηη Ρ(Α) = 
1

3
,   

       Ρ(Β) =
1

4
 θαη  Ρ(Α Β) = 

1

5
. 

 

΢ηήιε Α ΢ηήιε Β 

Α).  Ρ(Α  Β) 
1). 

1

20
 

Β). Ρ((Β  Α ) 
2). 

2

15
 

Γ). Ρ[(Α Β) ] 
3). 

4

5
 

 
4). 

1

12
 

 
5). 

19

20
 

 

 Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

A1). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 152.  

A2). α). Ρ(Α ) = 1  Ρ(Α)       β). Αλ Α  Β ηφηε Ρ(Β)  Ρ(Α).   

Β1). α). Λάζνο     β). ΢σζηφ 

B2). (β) 

B3). (α)  2      (β)  5     (γ)  3.  

 

ΘΔΜΑ 2  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = ζπλx + εκx. 

A). Να απνδείμεηε φηη f(x) + f (x) = 0.                                                                               Μνλάδεο 8 

Β). Να  βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α (0,1). 

Μνλάδεο 8 

Γ). Να βξείηε ηελ ηηκή ι  R γηα ηελ νπνία ηζρχεη ε ζρέζε: ' 2 2
2 2

f f .      Μνλάδεο 9 
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ΛΤ΢Ζ 

Α). f (x) = εκx + ζπλx, θαη  f (x) = ζπλx  εκx.  

Άξα f(x) + f (x) = ζπλx + εκx  ζπλx  εκx = 0.  

 

Β). ι = f (0) = εκ0 + ζπλ0 = 0 + 1 = 1. Σν ζεκείν Α(1, 0) αλήθεη ζηελ επζεία y = ι x + β,  

Άξα 1 = 1 0 + β  β = 1. Δπνκέλσο ε εθαπηφκελε έρεη εμίζσζε y = x + 1. 

 

Γ). ' 1 0 1
2 2 2

f   θαη 0 1 1
2 2 2

f .  

Καη ' 2 2
2 2

f f   ι ( 1)  2 1 = 2  ι = 4. 

   

ΘΔΜΑ 3 

΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα δίλεηαη ε θαηαλνκή ησλ 

αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ ηνπ βάξνπο 

80 καζεηψλ ηεο Γ ηάμεο ελφο Λπθείνπ. Σα 

δεδνκέλα έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε 4 θιάζεηο. 

 

Βάξνο ζε 

θηιά  [ – ) 

Αζξνηζηηθή ΢ρεηηθή 

΢πρλφηεηα Fi 

45-55 0,2 

55-65 0,5 

65-75  

75-85  
 

Α). Αλ γλσξίδεηε φηη ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα ηεο ηξίηεο θιάζεο είλαη δηπιάζηα ηεο ζρεηηθήο  

      ζπρλφηεηαο ηεο πξψηεο θιάζεο, λα βξείηε ηηο ηηκέο ηεο αζξνηζηηθήο ζρεηηθήο ζπρλφηεηαο πνπ   

      αληηζηνηρνχλ ζηελ ηξίηε θαη ηέηαξηε θιάζε.                                                                 Μνλάδεο 8 

Β). Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή ησλ παξαπάλσ δεδνκέλσλ.                                            Μνλάδεο 9 

Γ). Δπηιέγνπκε ηπραία απφ ην δείγκα ησλ 80 καζεηψλ έλα καζεηή.  

      α). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα λα έρεη βάξνο κηθξφηεξν απφ 65 θηιά.                           Μνλάδεο 4 

      β). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ν καζεηήο λα έρεη βάξνο κεγαιχηεξν ή ίζν ησλ 55 θηιψλ θαη  

           κηθξφηεξν ησλ 75 θηιψλ.                                                                                           Μνλάδεο 4 

ΛΤ΢Ζ 

Α). 

Βάξνο ζε θηιά  [ – ) xi λi fi Fi xi λi 

45-55 50 16 0,2 0,2 800 

55-65 60 24 0,3 0,5 1440 

65-75 70 32 0,4 0,9 2240 

75-85 80 8 0,1 1 640 

΢χλνια  80 1  5120 

F3 = 0,9 θαη F4 = 1.  

 

B). 
5120

64
80

i ix
x .  

Γ). α). Ρ(x < 65) = f1 + f2 = 0, 2 + 0, 3 = 0,5.  

β). Ρ(55  x < 75) = f2 + f3 = 0,3 + 0,4  = 0,7.    
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ΘΔΜΑ 4  

΢ε έξεπλα πνπ έγηλε ζηνπο καζεηέο κηαο πφιεο, γηα ηνλ ρξφλν πνπ θάλνπλ λα πάλε απφ ην ζπίηη ζην 

ζρνιείν, δηαπηζηψζεθε φηη ην 50 % πεξίπνπ ησλ καζεηψλ ρξεηάδεηαη πεξηζζφηεξν απφ 12 ιεπηά, 

ελψ ην 16 % πεξίπνπ ρξεηάδεηαη ιηγφηεξν απφ 10 ιεπηά. 

Τπνζέηνπκε φηη ε θαηαλνκή ηνπ ρξφλνπ ηεο δηαδξνκήο είλαη θαηά πξνζέγγηζε θαλνληθή. 

Α). Να βξείηε ην κέζν ρξφλν δηαδξνκήο ησλ καζεηψλ θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε ηνπ ρξφλνπ  

      δηαδξνκήο ηνπο.                                                                                                              Μνλάδεο 6 

Β). Να εμεηάζεηε, αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο.                                                               Μνλάδεο 6 

Γ). Αλ νη καζεηέο ηεο πφιεο είλαη 4.000, πφζνη καζεηέο ζα θάλνπλ ρξφλν δηαδξνκήο απφ 14 έσο 16  

      ιεπηά.                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

Γ). Μηα κέξα,  ιφγσ έξγσλ ζηνλ θεληξηθφ δξφκν ηεο πφιεο, θάζε καζεηήο θαζπζηέξεζε 5 ιεπηά.  

      Να  βξείηε πφζν κεηαβάιιεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο (CV).                                  Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

A). x  = 12 θαη S = 2.  

B). CV = 

2
100% 100% 16,67%

12

S

x
, 

επεηδή CV > 10 %, ην δείγκα δελ 

είλαη νκνηνγελέο.  

Γ). απφ ην 14 έσο ην 16 ιεπηφ θάλεη 

ην 
95% 68%

13,5%
2

 ησλ 

καζεηψλ, δειαδή 13,5% 4.000 = 

13,5
4000 540

100
 καζεηέο.  

  
Γ). φηαλ ν καζεηήο θαζπζηεξεί θαηά 5 ιεπηά, ε κέζε ηηκή απμάλεηαη θαηά 5 ιεπηά θαη ε ηππηθή 

απφθιηζε παξακέλεη ζηαζεξή.  

Γειαδή : 
1x  = 12 + 5 = 17 ιεπηά  θαη S1 = S = 2 ιεπηά.  

CV1 = 1

1

2
100% 100% 11,76%

17

S

x
 θαη  CV  CV1 = 16,67%  11,76% = 4,91 %.  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢  ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΗΟΤΝΗΟ΢ 2001  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α1). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ, ηφηε λα απνδείμεηε φηη:  

        c f(x) ' '( )c f x , φπνπ c πξαγκαηηθφο αξηζκφο.                                                   Μνλάδεο 6,5 

Α2). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηελ έλδεημε  

        ΢σζηφ ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

        α). f(x) g(x) ' '( ) ( ) ( ) '( ) f x g x f x g x  

       β). f g(x) ' ' ( ) '( )f g x g x  

       γ). 

'

2

( ) '( ) ( ) '( ) ( )

( ) ( )

f x f x g x g x f x

g x g x
, (g(x)  0) 

       δ). 'x = ξ x
ξ 1

, ξ ξεηφο,  x > 0 

        ε). 'x = ζπλx 

        ζη). 'x = εκx                                                                       Μνλάδεο 6  

Β1). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ  

        ζαο ηα γξάκκαηα ηεο ΢ηήιεο    

        Α θαη δίπια ζε θάζε γξάκκα  

        ηνλ αξηζκφ ηεο ΢ηήιεο Β,  

        πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή  

        απάληεζε. 

Μνλάδεο 7,5 
 

΢ηήιε Α 

΢πλάξηεζε  f 

΢ηήιε Β 

Πξψηε παξάγσγνο ηεο f 

α). 2 ln 2x ,  x > 0 1). 
1 1

2x
 

β). 
x

x
,      x  0 

2). 3 ζπλ(3 x) 

γ). εκ(3 x) 
3). 

2

x x x

x
 

 
4). 

1

x
 

 
5). 

2

x x x

x
 

 6). –3 ζπλ(3 x) 
 

Β2). Αλ f(x)= 
41

( 1) ( ) 27
4

x f , φπνπ α πξαγκαηηθφο αξηζκφο, ηφηε λα βξείηε ηελ ηηκή 

        ηνπ α.                                                                                                                            Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

A1). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 30.  

Α2). α). Λάζνο       β). ΢σζηφ      γ). Λάζνο       δ). ΢σζηφ      ε). ΢σζηφ      ζη). Λάζνο     

Β1). (α)  4        (β)  5      (γ)  (2).  

Β2). f(x) =
41

( 1)
4

x   f (x) = (x  1)
2
. Ηζρχεη f (α) = 27  (α  1)

3
 = 27  α = 4.  
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ΘΔΜΑ 2  

΢ην δηπιαλφ πίλαθα δίλνληαη νη ζεξκνθξαζίεο ησλ 20 

πξψησλ  εκεξψλ ηνπ Μαΐνπ ζε βαζκνχο Κειζίνπ (
ν
C).  

Α). Αλ γλσξίδνπκε φηη ε κέζε ζεξκνθξαζία ησλ  

      παξαπάλσ εκεξψλ είλαη 24,4
 ν
C, ηφηε : 

      α). λα βξείηε πφζεο εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζία  

            24 
ν
C θαη πφζεο 25

 ν
C 

Σηκέο Θεξκνθξαζίαο 

xi 

Πιήζνο 

Ζκεξψλ vi 

22 2 

23 4 

24  

25  

26 2 

27 3 

       β). λα ππνινγίζεηε ηελ επηθξαηνχζα ηηκή θαη ηε δηάκεζν.                                      Μνλάδεο 5 

 

Β). Αλ γλσξίδνπκε φηη ε δηάκεζνο είλαη 24,5
 ν
C, λα βξείηε πφζεο εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζία 24

 ν
C  

      θαη πφζεο 25
 ν
C.                                                                                                         Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α). α). λ1 + λ2 +    + λ6 = 20  11 + λ3 + λ4 = 20  λ3 + λ4 = 9  λ4 = 9  λ3      (1) 

Ηζρχεη 
i ix

x   24,4 = 
3 322 2 23 4 24 25 9 26 2 27 3

20
   

 488 = 44 + 92 + 24 λ3 + 225  25 λ3 + 52 + 81  488 = 494  λ3  λ3 = 6.  

Άξα 6 εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζία 24 
ν
C.  

(1)  λ4 = 9  λ3  λ4 = 9  6  λ4 = 3. Άξα 3 εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζίαο 25 
ν
C.  

 

β).  

Σηκέο 

Θεξκνθξαζίαο xi 

Πιήζνο 

Ζκεξψλ vi 

 

Νi 

22 2 2 

23 4 6 

24 6 12 

25 3 15 

26 2 17 

27 3 20 

΢χλνια 20  

 

M0 = 24 

Απφ ηελ ζηήιε Νi παξαηεξνχκε φηη αλ γξάςνπκε ηηο παξαηεξήζεηο κε αχμνπζα ζεηξά νη δχν 

κεζαίεο παξαηεξήζεηο ζηηο ζέζεηο 10
ε
 θαη 11

ε
 είλαη 2. Άξα δ = 

24 24
24

2
. 

 

Β). Δίλαη δ = 24,5 θαη αλ γξάςνπκε ηηο παξαηεξήζεη κε αχμνπζα ζεηξά νη δχν κεζαίεο 

παξαηεξήζεηο ζηηο ζέζεηο 10
ε
 θαη 11

ε
 είλαη 24 θαη 25 αληίζηνηρα.  

Σφηε λ1 + λ2 + λ3 = 10  6 + λ3 = 10  λ3 = 4. Δπνκέλσο 4 εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζία 24 
ν
C.  

Δπίζεο λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6 = 20  15 + λ4 = 20  λ4 = 5.  

Δπνκέλσο 5 εκέξεο είραλ ζεξκνθξαζία 25 
ν
C.  
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ΘΔΜΑ 3 

Σo βάξνο ησλ απνζθεπψλ θαζελφο εθ ησλ 80 επηβαηψλ κηαο πηήζεο θάπνηαο Αεξνπνξηθήο 

Δηαηξείαο είλαη ηνπιάρηζηνλ 11 θηιά αιιά κηθξφηεξν απφ 26 θηιά. Γλσξίδνπκε φηη 8 επηβάηεο έρνπλ 

απνζθεπέο κε βάξνο κηθξφηεξν απφ 14 θηιά, ην 30% ησλ επηβαηψλ έρεη απνζθεπέο κε βάξνο 

κηθξφηεξν απφ 17 θηιά, 48 επηβάηεο έρνπλ απνζθεπέο κε βάξνο κηθξφηεξν απφ 20 θηιά θαη 15 % 

ησλ επηβαηψλ έρεη απνζθεπέο κε βάξνο ηνπιάρηζηνλ 23 θηιά. 

α). Να παξαζηαζνχλ ηα δεδνκέλα ζε έλαλ πίλαθα ζπρλνηήησλ.                                       Μνλάδεο 10 

β). Κάζε επηβάηεο δηθαηνχηαη λα κεηαθέξεη απνζθεπέο κε βάξνο κηθξφηεξν ησλ 20 θηιψλ,  

     δηαθνξεηηθά έρεη πξφζζεηε νηθνλνκηθή επηβάξπλζε. Να βξείηε ηη πνζνζηφ απφ ηνπο 80 επηβάηεο  

     ηεο πηήζεο απηήο έρεη πξφζζεηε νηθνλνκηθή επηβάξπλζε.                                             Μνλάδεο 7 

γ). Να βξεζνχλ νη γσλίεο ησλ αληηζηνίρσλ θπθιηθψλ ηνκέσλ ηνπ θπθιηθνχ δηαγξάκκαηνο ζρεηηθψλ  

     ζπρλνηήησλ, γηα ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο.                                                            Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ  

α). 

Κιάζεηο  λi Ni fi % Fi % 

[11, 14) 8 8  10 10 

[14. 17) 16 24 20 30 

[17, 20) 24 48 30 60 

[20, 23) 20 68 25 85 

[23, 26) 12 80 15 100 

΢χλνια 80  100  

 

β). f4 % + f5 % = 25 % + 15 % = 40 %. Σσλ επηβαηψλ ζα έρεη πξφζζεηε νηθνλνκηθή επηβάξπλζε.  

 

γ). α1 = f1 360
o
 = 0,1 360

o
 = 36

o
.  

α2 = f2 360
o
 = 0,2 360

o
 = 72

o
. 

α3 = f3 360
o
 = 0,3 360

o
 = 108

o
. 

α4 = f4 360
o
 = 0,25 360

o
 = 90

o
.  

α5 = f5 360
o
 = 0,15 360

o
 = 54

o
. 

 

 

ΘΔΜΑ 4  

΢ε έλα ζρνιείν κε 400 καζεηέο δηδάζθνληαη ε αγγιηθή θαη ε γαιιηθή γιψζζα. Κάζε καζεηήο είλαη 

ππνρξεσκέλνο λα παξαθνινπζεί ηνπιάρηζηνλ κία απφ ηηο παξαπάλσ μέλεο γιψζζεο. Απφ ηνπο 

παξαπάλσ καζεηέο 340 παξαθνινπζνχλ ηελ αγγιηθή γιψζζα θαη 240 ηε γαιιηθή γιψζζα. 

Δπηιέγνπκε ηπραία έλα καζεηή. ΄Δζησ Α ην ελδερφκελν λα παξαθνινπζεί ηελ αγγιηθή γιψζζα θαη 

Γ λα παξαθνινπζεί ηε γαιιηθή γιψζζα. 

α). Να εμεηάζεηε αλ ηα ελδερφκελα Α θαη Γ είλαη αζπκβίβαζηα.                                        Μνλάδεο 5 

β). Να απνδείμεηε φηη: Ρ(Γ  Α)  
5

3
.                                                                                  Μνλάδεο 5 

γ). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ν καζεηήο λα παξαθνινπζεί κφλν ηελ αγγιηθή γιψζζα.     Μνλάδεο 8 

δ). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ν καζεηήο λα παξαθνινπζεί κία κφλν μέλε γιψζζα απφ απηέο. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

α). Ρ(Α) = 
340 17

400 20
, Ρ(Β) = 

240 12 3

400 20 5
 θαη Ρ(Α Γ) = 1.  

Έζησ φηη Α, Γ είλαη αζπκβίβαζηα. Ηζρχεη ν απιφο πξνζζεηηθφο λφκνο : 
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Ρ(Α Γ) = Ρ(Α) + Ρ(Γ)  1 = 
17 12

20 20
  1 = 

29

20
 άηνπν. Άξα ηα Α, Γ είλαη αζπκβίβαζηα.  

 

β). 1
νο

 ηξφπνο : Δίλαη Γ  Α  Γ  Ρ(Γ  Α)  Ρ(Γ)  Ρ(Γ  Α)  
3

5
.  

2
νο

 ηξφπνο : Ρ(Α Γ) = Ρ(Α) + Ρ(Γ)  Ρ(Γ Α)  
17 12

1
20 20

  Ρ(Α Γ)   

Ρ(Α Γ) = 
9

20
. Δίλαη Ρ(Γ  Α) = Ρ(Γ)  Ρ(Α Γ) = 

12 9 3 3

20 20 20 5
.  

 

γ). Ρ(Α  Γ) = Ρ(Α)  Ρ(Α Γ) = 
17 9 8 2

20 20 20 5
.  

 

δ). 1
νο

 ηξφπνο : Ρ[(Α  Γ) (Γ  Α)] = Ρ(Α) + Ρ(Γ)  2 Ρ(Α Γ) = 
17 12 9 11

2
20 20 20 20

.  

2
νο

 ηξφπνο :   Ρ[(Α  Γ) (Γ  Α)] = Ρ(Α  Γ) + Ρ(Γ  Α) = 
8 3 11

20 20 20
. 
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΡΗΣΖ 28 ΜΑΪΟΤ 2002  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Aο ππνζέζνπκε φηη x1, x2, … , xk είλαη νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ, πνπ αθνξά ηα άηνκα ελφο   

      δείγκαηνο κεγέζνπο λ,  φπνπ k,λ  κε  κεδεληθνί  θπζηθνί  αξηζκνί κε k  λ. 

      α).  Ση νλνκάδεηαη απφιπηε ζπρλφηεηα λi ,  πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή xi , i = 1, 2, …, k; 

Μνλάδεο 3 

      β). Ση νλνκάδεηαη ζρεηηθή ζπρλφηεηα fi ηεο ηηκήο xi ,  i = 1, 2, …, k;                            Μνλάδεο 3 

      γ). Να απνδείμεηε φηη: 

 i). 0  fi  1   γηα  i = 1, 2, … , k  

            ii).f1 + f2 +     +  fk = 1.                                                                                           Μνλάδεο 4   

 

Β1). Γηα νπνηαδήπνηε αζπκβίβαζηα κεηαμχ ηνπο ελδερφκελα Α, Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω λα  

        απνδείμεηε φηη: Ρ (Α  Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β).                                                           Μνλάδεο 8  

Β2). α). Να δψζεηε ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο ελφο ελδερνκέλνπ  Α θάπνηνπ δεηγκαηηθνχ  

              ρψξνπ Ω.                                                                                                                 Μνλάδεο 5 

        β). Να δψζεηε ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ παξαθάησ πηζαλνηήησλ: 

              i). P(Ω)   ii). Ρ( ).                                                                                            Μνλάδεο 2  

ΛΤ΢Ζ 

Α).  ΢ρνιηθφ Βηβιίν ζει. 65.  

Β1).΢ρνιηθφ Βηβιίν ζει. 150.  

Β2). α). ΢ρνιηθφ Βηβιίν ζει. 148.      β). ΢ρνιηθφ Βηβιίν ζει. 149.  

 

ΘΔΜΑ 2  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
2

1

x

x
. 

α). Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο f.                                                              Μνλάδεο 4  

β). Να ππνινγίζεηε ην φξην 
3

lim
x

f x .                                                                                 Μνλάδεο 4  

γ). Να βξεζεί ε πξψηε παξάγσγνο ηεο f.                                                                              Μνλάδεο 7  

δ). Να βξεζνχλ νη εθαπηφκελεο ηεο θακπχιεο ηεο ζπλάξηεζεο f πνπ είλαη  παξάιιειεο ζηελ επζεία  

      y = 2x + 5.                                                                                                                     Μνλάδεο 10  

ΛΤ΢Ζ 

α). Πξέπεη x + 1  0  x  1.  Άξα Α = R  { 1 }.  

β). 
3

2 2 3 6 3
lim

1 3 1 4 2x

x

x
.  

γ). f (x) = 

'

2 2

2 ' 1 2 1 '2 2

1 1 1

x x x xx

x x x
 

δ). Πξέπεη f (x0) = 2  
2

0

2

1x
 = 2  (x0 + 1)

2
 = 1  x0 + 1 = 1  {x0 = 0 ή  x0 = 2}.   

 Γηα x0 = 0,  f(0) = 0, άξα ε επζεία δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Ο(0, 0). Δπνκέλσο (ε1) : y = 2 x.  

  Γηα x0 = 2,  f( 2) = 4, άξα ε επζεία δηέξρεηαη απφ ην Κ( 2, 4), θαη είλαη (ε2) : y = 2 x + β. 

      Δπεηδή δηέξρεηαη απφ ην ζεκείν Κ ζα ηζρχεη : 4 = 2 ( 2) + β  β = 8.  

      Δπνκέλσο (ε2) : y = 2 x + 8.  
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ΘΔΜΑ 3 

Έλα πξντφλ πσιείηαη ζε 10 δηαθνξεηηθά θαηαζηήκαηα ζηηο παξαθάησ ηηκέο, ζε Δπξψ: 

8, 10, 13, 13, 15, 16, 18, 14, 14, 9. 

α). Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή, ηε δηάκεζν θαη ηελ επηθξαηνχζα ηηκή.                          Μνλάδεο 6 

β). Να ππνινγίζεηε ην εχξνο, ηελ ηππηθή απφθιηζε θαη ηνλ ζπληειεζηή κεηαβνιήο.         Μνλάδεο 6 

γ). Αλ νη ηηκέο ηνπ πξντφληνο ζε φια ηα θαηαζηήκαηα ππνζηνχλ έθπησζε 10 %, λα εμεηάζεηε αλ ζα  

     κεηαβιεζεί ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο.                                                                         Μνλάδεο 13 

ΛΤ΢Ζ 

α). x  = 
8 10 13 13 15 16 18 14 14 9 130

10 10
 = 13.  

      Σαμηλνκνχκε ην δείγκα : 8, 9, 10, 13, 13, 14, 14, 15, 16, 18 

      Δπεηδή λ = 10 άξηηνο δηάκεζνο ζα είλαη : δ = 5 6 13 14
13,5

2 2

x x
,  άξα δ = 13,5.  

      Δπηθξαηνχζα ηηκή ηνπ δείγκαηνο είλαη : Μ0 = 13 , Μ0 = 14 (δηθφξπθε).  

 

β). Δχξνο : R = 18  8 = 10.  

Γηαθχκαλζε είλαη  

S
2
= 

2 2 2 2 2 2 2 2
8 13 9 13 10 13 2 13 13 2 14 13 15 13 16 13 18 13

10
  

     = 
25 16 9 2 4 9 25 90

10 10
 = 9. άξα ε ηππηθή απφθιηζε είλαη S = 2S = 3.  

CVx = 
3

13

xS

x
 = 0,23 ή πεξίπνπ 23 %.    

 

γ). Αλ xi νη ηηκέο πξηλ ηελ έθπησζε, yi κεηά ηελ έθπησζε, ζα ηζρχεη :  

     yi = xi  0,1 xi = 0,9 xi, i = 1, 2,    , 10.  

΢χκθσλα µε γλσζηή εθαξκνγή ζα ηζρχνπλ : 0,9y x  θαη  S = 0,9 Sx = 0,9 Sx.  

Άξα  CVy = 
0,9

0,9

y x
S S

y x
 = CVx, νπφηε ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο δελ κεηαβάιιεηαη. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ Α, Β δχν  ελδερφκελα  ελφο δεηγκαηηθνχ  ρψξνπ  Ω  κε  Ρ(Α) + Ρ(Β)  2 Ρ(Α Β). 

Γίλεηαη αθφκα ε ζπλάξηεζε: f(x) = (x  P(A B))
3
  (x  P(A B))

3
 ,  x  R. 

α). Να δείμεηε φηη P(A B)  P(A B).                                                                                 Μνλάδεο 5  

β). Να δείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f(x) παξνπζηάδεη κέγηζην ζην ζεκείν 
2

x .Μνλάδεο13  

γ). Δάλ ηα ελδερφκελα Α, Β είλαη αζπκβίβαζηα, λα δείμεηε φηη f(P(A)) = f(P(B)).             Μνλάδεο 7  

ΛΤ΢Ζ 

α). Ρ(Α) + Ρ(Β)  2 Ρ(Α Β)   (1) 

Απφ πξνζζεηηθφ λφκν πηζαλνηήησλ έρνπκε : Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β)  

 Ρ(Α) + Ρ(Β) = Ρ(Α Β) + Ρ(Α Β).   

Οπφηε απφ ζρέζε (1)  Ρ(Α Β) + Ρ(Α Β)  2 Ρ(Α Β)  Ρ(Α Β)  Ρ(Α Β).  

 

β). f(x) = (x  P(A B))
3
  (x  P(A B))

3
, x  R.  Ζ f παξαγσγίζηµε ζην R µε 

f (x) = 3 (x − P(A B))
2

(x − P(A B))  − 3 (x − P(A  B))
2

(x − P(A B))  = 
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         = 3 (x − P(A B))
2
 − 3 (x − P(A  B))

2
 = 3 [(x − P(A B))

2
 − (x − P(A  B))

2
] =  

      = 3 [2 x − P(A B − P(A  B)] [P(A B)  P(A B].  

f (x) = 0  3 [2 x − P(A B − P(A  B)] [P(A B)  P(A B] = 0   

  {2 x  P(A B − P(A  B) = 0   ή  P(A B)  P(A B) = 0 }   

  2 x = P(A B + P(A  B) ή  P(A B) = P(A B) απνξξίπηεηαη }   

  2 x = P(A) + P(B)  x = 
2

    

Δπεηδή Α Β  Α Β έρνπmε Ρ(Α Β) ≤ Ρ(Α Β).  

Όκσο απφ εξψηεκα (α) Ρ(Α Β)  Ρ(Α Β) άξα Ρ(Α Β) < Ρ(Α Β).  

f (x) > 0  3 (2 x − P(A B) − P(A B)) (P(A B) − P(A B)) > 0     x < 
2

.  

Άξα αλ x < 
2

  f (x) > 0  ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα.    

θαη αλ x > 
2

  f (x) > 0  ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.    

Καη γηα x = 
2

  ε ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην.  

 

γ). Σα Α, Β είλαη αζπκβίβαζηα, άξα : Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) θαη Ρ(Α Β) = 0.  

f(P(A)) = (P(A)  P(A B))
3
  (P(A)  P(A B))

3
 = (P(A)  P(A)  P(B))3  (P(A))

3
 =  

             = (P(B))
3
  (P(A))

3
.  

f(P(B)) = (P(B)  P(A B))
3
  (P(B)  P(A B))

3
 = (P(B)  P(A)  P(B))

3
  (P(B))

3
 =  

             = (P(A))
3
  (P(B))

3
.  

Άξα f(P(A)) = f(P(B)).  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΗΟΤΛΗΟ΢ 2002  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α1). Πφηε κία ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνχ Α ιέγεηαη ζπλερήο;                                       Μνλάδεο 4 

A2). Πφηε κία ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο αχμνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο  

        θαη πφηε γλεζίσο θζίλνπζα;                                                                                         Μνλάδεο 4 

Α3). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ηαπηνηηθήο ζπλάξηεζεο f(x) = x είλαη f (x) = 1. 

                                                                                                                                             Μνλάδεο 10 

Β1). ΢ε κηα θαηαλνκή ζπρλνηήησλ νη ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο είλαη x1, x2,...,xθ κε ζπρλφηεηεο  

        λ1, λ2,...,λk αληίζηνηρα θαη λ είλαη ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ.  

        Πψο νξίδεηαη ε κέζε ηηκή x ;                                                                                        Μνλάδεο 4 

Β2). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην θείκελν πνπ αθνινπζεί ζπκπιεξψλνληαο ηα ππάξρνληα θελά. 

        Δάλ ζε θάζε ηηκή x1, x2,...,xλ ελφο ζπλφινπ δεδνκέλσλ δψζνπκε δηαθνξεηηθή βαξχηεηα πνπ  

        εθθξάδεηαη κε ηνπο ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο (βαξχηεηαο) w1, w2,...,wλ ηφηε αληί ηνπ  

        αξηζκεηηθνχ κέζνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ .................. .................. κέζν ή .................. κέζν πνπ  

        βξίζθεηαη απφ ηνλ ηχπν x  =  .................. .                                                                   Μνλάδεο 3 

ΛΤ΢Ζ 

A1). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 16.  

A2). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 13. 

A3). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 28. 

B1). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 85. 

B2). ΢ηαζκηζκέλν αξηζκεηηθφ κέζν, ζηαζκηθφ κέζν, 
i i

i

x w
x

w
.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = α x (2  x), α  R. 

Α). Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α ψζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην    

       ΢εκείν ηεο Ο(0, f(0)) λα ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x γσλία 45 .                              Μνλάδεο 10 

Β). Γηα α = 1/2, λα βξείηε: 

      α). ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν ηεο  

            (1, f(1)).                                                                                                                    Μνλάδεο 5 

      β).  ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο f.                                                                              Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α). f(x) = α x (2  x) = 2 α x  α x
2
  f (x) = 2 α  2 α x.  

Ζ εθαπηφκελε ηεο Cf ζην Ο(0, 0) ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x γσλία 45
ν
, άξα f (0) = εθ45

ν
 = 1  

 2 α = 1  α = 
1

2
.  

Β). Γηα α = 
1

2
, είλαη f(x) = x  

1

2
x

2
 θαη f (x) = 1  x.  

α). x0 = 1, y0 = f(1) = 
1

2
 θαη ι = f (1) = 0, (ε) : y  y0 = ι (x  x0)  y  

1

2
 = 0 (x  1)  y = 

1

2
. 

β). f (x) = 0  x  1 = 0  x = 1.  

x�            

1                 

+ ��f 
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(x)�    + 

�     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

           1                 

+ ��f 

(x)�    + 

�     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

�f (x)�    

+ �     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

f (x)�    

+ �     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

    + �     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

     

��f(x)

����  

Σνπηθφ 

κέγηζην 
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f(1) = 
1

2
.   

�f(x)��

f(x)���

���  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

��  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

�  

Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

  Σνπηθφ 

κέγηζην 

f(1) = 
1

2
.   

 

ΘΔΜΑ 3 

΢ην 

δηπιαλφ 

ζρήκα 

δίλεηαη ην 

πνιχγσλν 

αζξνηζηηθ

ψλ 

ζρεηηθψλ 

ζπρλνηήη

σλ, πνπ 

παξνπζηά

δεη ηε 

βαζκνινγ

ία κίαο 

νκάδαο 

καζεηψλ 

ζην 

κάζεκα 

ηεο 

Ηζηνξίαο. 

Ζ 

βαζκνινγ

ία 
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θπκαίλεη

αη απφ 10 

κέρξη 20. 

Γίλεηαη 

φηη 10 

καζεηέο 

έρνπλ 

βαζκφ 

κεγαιχηε

ξν ή ίζν 

ηνπ 12 

θαη 

κηθξφηεξ

ν ηνπ 14. 

 

α).Να 

απνδείμεη

ε φηη ν 

αξηζκφο 

ησλ 

καζεηψλ 

είλαη 50.                                                      

Μνλάδεο 

8��β). 

Να βξείηε 

ηε 

δηάκεζν.                         

Μνλάδεο 

5 

�β). Να 

βξείηε ηε 

δηάκεζν.                         

Μνλάδεο 

5 

β). Να 

βξείηε ηε 

δηάκεζν.                         

Μνλάδεο 

5 

γ). Να 

θαηαζθεπ

άζεηε ην 

ηζηφγξακ

κα 

ζπρλνηήη

σλ. 

                                                                  

Μνλάδεο 

7 

δ). 
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Δπηιέγνπ

κε  

ηπραία  

απφ ην 

δείγκα  

ησλ 50   

     

καζεηψλ 

έλα 

καζεηή. 

Να βξείηε 

ηελ 

πηζαλφηεη

α  

     ν 

καζεηήο 

λα έρεη 

βαζκφ 

κεγαιχηε

ξν ή ίζν 

ηνπ  

     16.                                                     

Μνλάδεο 

5���Λ

Τ΢Ζ 

��ΛΤ΢

Ζ 

 

ΛΤ΢Ζ 

α). f2 % = F2 %  F1 % = 30 %  10 % = 20 %, άξα f2 = 0, 2  2  = 0,2  
10 1

5
  λ = 50. 

β). γξαθηθά δ = 15.  

 

γ).  
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Κιάζεηο Fi % fi % λi 

[10,  12) 10 10 5 

[12, 14) 30 20 10 

[14, 16) 70 40 20 

[16, 18) 90 20 10 

[18, 20) 100 10 5 

΢χλνια  100 50 
 

 
 

δ). Ρ(Α) = f4 % + f5 % = 20 % + 10 % = 30 %.  

 

 

   

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ Ω = {1, 2, 3, 6} δεηγκαηηθφο ρψξνο. 

Α). Να δηθαηνινγήζεηε πνηνη απφ ηνπο παξαθάησ ηχπνπο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ θαηάιιεινη θαη  

      πνηνη φρη γηα λα εθθξάζνπλ ηελ πηζαλφηεηα θάζε ζηνηρεηψδνπο ελδερνκέλνπ k ηνπ Ω. 

      i). P(θ) = 
1

 ii). Ρ(θ) = 
1

2
         iii). P(θ) = 

1

2
.                                                Μνλάδεο 8 

 

Β). Οη παξαηεξήζεηο κηαο κεηαβιεηήο Υ είλαη νη αθφινπζεο: 1, 1, 7, k, k, 3, 3, 3 

      φπνπ θ είλαη ζηνηρεηψδεο ελδερφκελν ηνπ Ω, κε πηζαλφηεηα P(θ) = 
1

2
. 

      Γίλνληαη  ηα  ελδερφκελα Α, Β ηνπ δεηγκαηηθνχ  ρψξνπ  Ω,   

      φπνπ Α = {θ  Ω : ε επηθξαηνχζα ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ  ηεο κεηαβιεηήο Υ είλαη Μ0 = 3}   

      θαη Β = {θ  Ω : ε κέζε ηηκή x  = 2,5}. 

      α). Να παξαζηαζνχλ κε αλαγξαθή  ηα ελδερφκελα Α θαη Β.                                         Μνλάδεο 8 

      β). Να βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο P(A), P(B) θαη P(Α Β).                                                 Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

A). i). Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(6) = 1 + 
1 1 1

2 3 6
 = 2 > 1 άηνπν.  

ii). Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(6) = 
1 1 1 1 57

2 4 8 64 64
 < 1 άηνπν.  

iii). Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(6) = 
1 1 1 1

2 4 6 12
 = 1  δεθηφ. 

 

Β). α). Αλ θ = 1, ηφηε ε ηηκή κε ηελ κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα είλαη ε 1. 

Αλ θ = 2, ηφηε ε ηηκή κε ηελ κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα είλαη ε 3.  

Αλ θ = 3, ηφηε ε ηηκή κε ηελ κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα είλαη ε 3.  

Αλ θ = 6, ηφηε ε ηηκή κε ηελ κεγαιχηεξε ζπρλφηεηα είλαη ε 3.  

Δπνκέλσο Α = {2, 3, 6}.  

10 

10 

5 

15 

20 

12 16 14 18 20 

λ i  
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1 1 7 3 3 3

8
x   2,5 = 

2 18

8
  2 θ + 18 = 20  θ = 1. Άξα Β = {1}.  

 

β). Ρ(Α) = Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(6) = 
1 1 1 1

4 6 12 2
. Ρ(Β) = Ρ(1) = 

1

2
,  Α Β = Ω, άξα Ρ(Α Β) = 1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΡΗΣΖ 27 ΜΑΪΟΤ 2003   ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1
 

Α). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = x είλαη f (x) = 1.                   Μνλάδεο 8 

Β). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f ζε έλα δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο ιέγεηαη γλεζίσο αχμνπζα θαη  

      πφηε γλεζίσο θζίλνπζα;                                                                                                 Μνλάδεο 6 

Γ). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηεο δηακέζνπ (δ) ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ.                  Μνλάδεο 6 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      [α]. Σν εχξνο είλαη κέηξν ζέζεο. 

      [β]. Ζ δηαθχκαλζε εθθξάδεηαη κε ηηο ίδηεο κνλάδεο κε ηηο νπνίεο εθθξάδνληαη νη παξαηεξήζεηο. 

      [γ]. Ηζρχεη (f(g(x)))  = f (g(x)) g (x), φπνπ f, g παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο. 

      [δ]. Γχν ελδερφκελα Α θαη Β ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ  Ω ιέγνληαη αζπκβίβαζηα, φηαλ  

            Α Β = .  

      [ε]. Σν θπθιηθφ δηάγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη κφλν γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ πνζνηηθψλ  

            κεηαβιεηψλ.                                                                                                            Μνλάδεο  5 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία βηβιίνπ ζει. 28.  

Β). Θεσξία βηβιίνπ ζει. 13.  

Γ). Θεσξία βηβιίνπ ζει. 87, 88.  

Γ). α). ιάζνο      β). ιάζνο         γ). ζσζηφ       δ). ζσζηφ         ε). ιάζνο.  

 

ΘΔΜΑ 2  

΢ην ζχιινγν θαζεγεηψλ ελφο ιπθείνπ ην 55% είλαη γπλαίθεο,  ην 40 % ησλ θαζεγεηψλ είλαη 

θηιφινγνη θαη ην 30 % είλαη γπλαίθεο θηιφινγνη. Δπηιέγνπκε ηπραία έλαλ θαζεγεηή γηα λα 

εθπξνζσπήζεη ην ζχιινγν ζε θάπνηα επηηξνπή. Να ππνινγίζεηε  ηηο πηζαλφηεηεο ν θαζεγεηήο  

λα είλαη:  

α). γπλαίθα ή θηιφινγνο.                                                                                                      Μνλάδεο 5 

β). γπλαίθα θαη φρη θηιφινγνο.                                                                                             Μνλάδεο 5 
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γ). άλδξαο θαη θηιφινγνο.                                                                                                     Μνλάδεο 7 

δ). άλδξαο ή θηιφινγνο.                                                                                                        Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

Ρ(Γ) = 0,55, Ρ(Φ) = 0,40, Ρ(Γ Φ) = 0,30.  

α). Ρ(Γ Φ) = Ρ(Γ) + Ρ(Φ)  Ρ(Γ Φ) = 0,55 + 0,40  0,30 = 0,65.  

β). Ρ(Γ  Φ) = Ρ(Γ)  Ρ(Γ Φ) = 0,55  0,30 = 0,25.  

γ). Ρ(Φ Α) = (φκσο Α = Γ )  

     Ρ(Φ Γ ) = Ρ(Φ  Γ) = Ρ(Φ)  Ρ(Γ Φ) = 0,40  0,30  

δ). Δίλαη Ρ(Α) = Ρ(Γ ) = 1  Ρ(Γ) = 1  0,55 = 0,45.   

Άξα Ρ(Α Φ) = Ρ(Φ) + Ρ(Α)  Ρ(Φ Α) = 0,40 + 0,45  0,10 = 0,75.  

 

 

 

 

 

 

 

 

ΘΔΜΑ 3 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
2 1

x

x
.  

Α). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      Σν πεδίν νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη ην ζχλνιν: 

      [α].  R [β].  ( 1, 1) [γ].  R  { 1, 1} [δ]. (1, + ∞)                                       Μνλάδεο 5 

Β). Να απνδείμεηε φηη  f (x) < 0 γηα θάζε x ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο.                                 Μνλάδεο 7 

Γ). Να ππνινγίζεηε ην 
1

lim 1
x

x f x .                                                                        Μνλάδεο 6 

Γ). Να βξείηε ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f  ζην ζεκείν  

      (0, f(0)) κε ηνλ άμνλα x x .                                                                                              Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

Α).γ.  

Β). f (x) =

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 22

' 1 1 ' 1 2 1 1
0

( 1) ( 1) ( 1)1

x x x x x x x x x

x x xx
  

     Γηα θάζε x  R  { 1,1}.  

 

Γ). ]
)1(

)1[(lim)]()1[(lim
211 x

x
xxfx

xx
 

1 1

1 1
lim[( 1) ] lim

( 1)( 1) 1 1 1 2x x

x x
x

x x x
 

Γ). εθσ = f (0)= 1
1

1

)10(

10
22

2

.  Άξα σ=
4

3
. 

 

ΘΔΜΑ 4  

΢ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί παξνπζηάδεηαη ε ρξεκαηηθή παξνρή 

απφ ηνπο γνλείο, ζε Δπξψ, δείγκαηνο έμη καζεηψλ ηεο πξψηεο ηάμεο 

(νκάδα Α) θαη έμη καζεηψλ ηεο δεχηεξεο ηάμεο (νκάδα Β) ελφο 

Γπκλαζίνπ. 

α). Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηάκεζν ησλ 

Οκάδα Α Οκάδα Β 

1 7 

8 14 

9 6 

5 4 
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παξαηεξήζεσλ θάζε νκάδαο.                                            Μνλάδεο 6 

β). Να ζπγθξίλεηε κεηαμχ ηνπο σο πξνο ηελ νκνηνγέλεηα ηηο δχν 

νκάδεο.                                                                               Μνλάδεο 5 

3 12 

4 5 
 

γ). Αλ ζε θάζε παξαηήξεζε ηεο νκάδαο Α γίλεη αχμεζε 20 %  θαη νη παξαηεξήζεηο ηεο νκάδαο Β  

      απμεζνχλ θαηά 5 Δπξψ ε θάζε κία, πψο δηακνξθψλνληαη νη λέεο κέζεο ηηκέο ησλ δχν νκάδσλ; 

Μνλάδεο 8 

δ). Να ζπγθξίλεηε κεηαμχ ηνπο σο πξνο ηελ νκνηνγέλεηα ηηο δχν νκάδεο κε ηα λέα δεδνκέλα. 

                                                                                                                                             Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

α). 
1 8 5 3 4 30

5
6 6

x  €,  
7 14 6 4 12 5 48

8
6 6

x  €  

     Α: 1,3,4,5,8,9  
4 5

4,5
2

 € 

     Β: 4,56,7,12,14 δΒ=
6 7

6,5
2

 € 

β).

2 22 2 2 2

2
(1 5) (3 5) (4 5) (5 5) 8 5 9 5

6
S

 = 

            =
16 4 1 0 9 16 46 23

6 6 3
 €

2
.  

2 2 2 2 2 2

2
4 0 5 8 6 8 7 8 12 8 14 8

6
S  

      
16 9 4 1 16 36 82 41

6 6 3
€

2
.   

Άξα 
23 69

3 3
S €   θαη   

41 123

3 3
S  €.   

69

693

5 15

S
CV

x
 θαη 

123

1233

8 24

S
CV

x
.  

Αιιά 

2

69 69

15 225
  θαη  

2

123 123

24 576
 

Όκσο 
2 269 123

( ) ( )
225 576

CV CV CV CV , Γει. Β κεγαιχηεξε νκνηνγέλεηα απφ ην Α 

 

γ). Γηα δείγκα Α έρσ yi = xi + 
20

1, 2
100

i ix x .  Άξα 1,2 1,2 5 6y x  €  

Γηα δείγκα Β έρσ yi = xi + 5. Άξα  5 8 5 13y x  €  

 

δ). CVA  =
1,2 69

151,2
A

S S
CV

x x
 , ακεηάβιεηε νκνηνγέλεηα.   

123

1233'
13 395

S
CV

x
. Όκσο CVB  < CVB < CVA = CVA .  

Άξα CVB  < CVA . Δμαθνινπζεί ην δείγκα Β λα έρεη κεγαιχηεξε νκνηνγέλεηα.  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ 

ΗΟΤΛΗΟ΢ 2003  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1
 

Α). Γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα Α θαη Α΄ ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, λα απνδείμεηε φηη  

      ηζρχεη :  Ρ( Α ) = 1 – Ρ(Α).                                                                                             Μνλάδεο 9 

Β). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      Μία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο, αλ ππάξρεη ην : 

      α). 
0

0
lim
h

f x h f h

h
, h  R , h  0  θαη ην φξην απηφ είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο 

      β). 
0 0

0
lim
h

f x h f x

h
 , h  R ,  h  0    

       γ). 
0 0

0
lim
h

f x h f x

h
, h  R ,  h  0  θαη ην φξην απηφ είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο 

       δ). 
0

0
lim
h

f x h f h

h
, h  R ,  h  0 .                                                                     Μνλάδεο 5 

 

Γ). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      Μέηξν ζέζεο ελφο ζπλφινπ δεδνκέλσλ είλαη : 

      α). ην εχξνο 

      β). ε δηάκεζνο 

      γ). ε δηαθχκαλζε 

      δ). ε ηππηθή απφθιηζε.                                                                                                    Μνλάδεο 5 

 

Γ). Να νξίζεηε ην ζπληειεζηή κεηαβνιήο ελφο ζπλφινπ παξαηεξήζεσλ .                        Μνλάδεο  6 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία,                Β). γ,             Γ). β,                    Γ). Θεσξία.  

 

ΘΔΜΑ 2 
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Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 2 1x . 

α). Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνχ ηεο.                                                                                   Μνλάδεο 5 

β). Να δείμεηε φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο f, φηαλ x = 3, ηζνχηαη κε 
3 2

4
.                     Μνλάδεο 10 

γ). Αλ   h(x) = 
3

2

f x

x
 γηα x  2, λα ππνινγίζεηε ην 

2
lim
x

h x .                                  Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Πξέπεη x
2
  1 ≥ 0  x  ( , 1] [1, + ) = Af.  

β). f (x) = 2

2 2

2
1 '

2 1 1

x x
x

x x
.  Έρνπκε f (3) =  

2

3 3 2

43 1
.  

γ). 
2

2 2 2

3 1 3
lim lim lim

2 2x x x

f x x
h x

x x
 = 

2 2

2 2

1 3 1 3
lim

2 1 3
x

x x

x x
 =  

 = 
2

2 2 22 2 2

2 2 21 3 2 3
lim lim lim

32 1 3 2 1 3 1 3
x x x

x x xx

x x x x x
.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Έρνπκε 30 ζθαίξεο κέζα ζ’ έλα δνρείν, αξηζκεκέλεο απφ ην 1 έσο ην 30. Δπηιέγνπκε ζηελ ηχρε κία 

ζθαίξα. Έζησ Α ην ελδερφκελν ν αξηζκφο ηεο ζθαίξαο λα είλαη άξηηνο θαη Β ην ελδερφκελν ν 

αξηζκφο απηφο λα είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 5.  

Αλ Α , Β  είλαη ηα ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα ησλ Α θαη Β αληηζηνίρσο, λα ππνινγίζεηε ηηο 

πηζαλφηεηεο : 

α). Ρ(Α), Ρ(Β).                                                                                                                       Μνλάδεο 6 

β). Ρ(Α Β).                                                                                                                           

Μνλάδεο 6 

γ). Ρ(Α Β ).                                                                                                                          

Μνλάδεο 6 

δ). Ρ[(Α Β) (Α Β ].                                                                                                         Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

α). Α = {2, 4, 6, 8, … ,30} θαη Β = {5, 10, 15, 20, 25, 30}.  

P(A) = 
15

30
= 0,5 θαη P(Β) = 

6

30
 = 0,2.   

 

β). Α Β = {10, 20, 30} θαη P(A Β) = 
3

0,1
30

.  

Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β) = 0,5 + 0,2  0,1 = 0,6.  

 

γ). Ρ(Α Β ) = Ρ(Α) + Ρ(Β )  Ρ(Α Β ) = Ρ(Α) + 1  Ρ(Β)  Ρ(Α  Β)  =  

    = Ρ(Α) + 1  Ρ(Β)  [Ρ(Α)  Ρ(Α Β)]  = Ρ(Α) + 1  Ρ(Β)  Ρ(Α) + Ρ(Α Β)  = 

    = 1  Ρ(Β) + Ρ(Α Β)  = 1  0,2 + 0,1 = 0,9.  

 

δ). Ρ[(Α Β) (Α Β )] = Ρ[(Α  Β) (Β  Α)] = Ρ(Α) + Ρ(Β)  2 Ρ(Α Β) =  

     = 0,5 + 0,2  2
 

0,1 = 0,5. 



1
ο
 ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ  

ΘΕΜΑΤΑ ΚΑΙ ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΦΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  

Επιμέλεια Θεμάτων Πολστρονιάδης Νικόλαος         [26] 

 

 

ΘΔΜΑ 4  

Σν βάξνο ελφο δείγκαηνο καζεηψλ ιπθείνπ αθνινπζεί θαλνληθή ή πεξίπνπ θαλνληθή θαηαλνκή. 

Σν 50 % ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο έρνπλ βάξνο ην πνιχ 65 Kg, ελψ πεξίπνπ ην 47,5 % απηψλ 

έρνπλ βάξνο απφ 65 Kg έσο 75 Kg. 

α). Να ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή, ηε δηάκεζν θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε ηνπ βάξνπο ησλ καζεηψλ  

      ηνπ δείγκαηνο.                                                                                                                 Μνλάδεο 6 

β). Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο.                                                                  Μνλάδεο 6 

γ). Να ππνινγίζεηε ην πνζνζηφ ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο, πνπ έρνπλ βάξνο απφ 55 Kg έσο  

      70 Kg.                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

δ). Ο αξηζκφο ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο απηνχ πνπ έρνπλ βάξνο απφ 55 Kg έσο 60 Kg, είλαη 27.  

      Να ππνινγίζεηε ην ζχλνιν ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο.                                              Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

 
x  x S  x S  2x S  2x S  3x S  3x S  

34% 34% 

13,5% 13,5% 
2,35% 2,35% 

0,15% 0,15% 

 
 

α). Σν 50 % ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο έρνπλ βάξνο ην πνιχ 65 Kg, άξα x  = δ = 65 

Σν 47,5 % ησλ καζεηψλ ηνπ δείγκαηνο έρνπλ βάξνο απφ 65Kg έσο 75Kg, άξα x  + 2 S = 75  

65 + 2 S = 75  2 S = 10  S = 5.  

 
65 70 60 55 75 80 50 

34% 34% 

13,5% 13,5% 
2,35% 2,35% 

0,15% 0,15% 

 

β). CV = 
5

7,89% 10%
65

S

x
. Άξα είλαη νκνηνγελέο 

γ). 13,5 % + 34 % + 34 % = 81,5 %.  

 

δ). [55, 60)  13,5 %.  

fi = i   0,135 = 
27

  λ = 
27

0,135
  λ = 200.   
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ΠΡΟΑΓΩΓΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ
΄
 ΣΑΞΖ΢ 

ΜΑΪΟ΢ 2004   ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΓΔΝΗΚΖ΢ ΠΑΗΓΔΗΑ΢ 

  

ΘΔΜΑ 1
 

Α). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f(x) = c είλαη ίζε κε 0.     Μνλάδεο 8 

Β). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλέρεηαο κηαο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο. 

Μνλάδεο 5 

  

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ γξάθνληαο ζην ηεηξάδην ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ   

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      [α]. Ζ ζπρλφηεηα ηεο ηηκήο xi κηαο κεηαβιεηήο Υ είλαη αξλεηηθφο αξηζκφο. 

      [β]. ΢ηελ θαλνληθή θαηαλνκή ην 95% ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα ,x s x s   

             φπνπ x  είλαη ε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ θαη s ε ηππηθή ηνπο απφθιηζε. 

      [γ]. Αλ δηαηξέζνπκε ηε ζπρλφηεηα λi κηαο κεηαβιεηήο Υ κε ην κέγεζνο λ ηνπ δείγκαηνο,  

            πξνθχπηεη ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα fi ηεο ηηκήο xi.                                                        Μνλάδεο 6 

Γ). ΢ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηα Α θαη Β ζπκβνιίδνπλ ελδερφκελα ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο. ΢ηε ΢ηήιε  

      Η αλαγξάθνληαη δηάθνξεο ζρέζεηο γηα ηα Α θαη Β δηαηππσκέλεο ζηελ θνηλή γιψζζα θαη ζηε  

      ΢ηήιε ΗΗ ζρέζεηο δηαηππσκέλεο ζηε γιψζζα ησλ ζπλφισλ. 

      Να γξάςεηε ζην ηεηξάδην ζαο ηα γξάκκαηα ζηεο ΢ηήιεο Η  θαη δίπια ζε θάζε γξάκκα ηνλ  

      αξηζκφ ηεο ΢ηήιεο ΗΗ πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ίδηα δηαηχπσζε. 

 ΢ηήιε Η  ΢ηήιε ΗΗ 

α Πξαγκαηνπνηείηαη έλα ηνπιάρηζηνλ απφ ηα Α, Β 1 Α Β 

β. Πξαγκαηνπνηείηαη ην Α αιιά φρη ην Β 2 Α  Β 

γ. Πξαγκαηνπνηνχληαη ζπγρξφλσο ηα Α θαη Β 3 (Α Β)  

  4 Α Β 

     ΢ηε ζηήιε ΗΗ πεξηζζεχεη κηα ζρέζε.                                                                                Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Α). ΢ρ. βηβι. ζει. 28. 

Β). ΢ρ. βηβι. ζει. 16. 

Γ). α).Λάζνο     β). Λάζνο    γ). ΢σζηφ 

Γ). α  4,  β  2          γ  1 
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ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν f(x) = 
2 4 3

3

x x

x
.  

Α). Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ ηεο f.                                                                                Μνλάδεο 10 

B). Να ππνινγίζεηε ην 
3

lim
x

f x .                                                                                      Μνλάδεο 15 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Πξέπεη 3 0x άξα 3 3x x   (1)   θαη x ≥ 0  (2) 

Απφ ηε ζπλαιήζεπζε ησλ ζρέζεσλ (1) θαη (2) έρνπκε : A = [0, 3) (3, + )  

Β). 
2

3 3

4 3
lim ( ) lim

3x x

x x
f x

x
 

3 3

( 1)( 3) ( 3)( 1)( 3)
lim lim

3 ( 3)( 3)x x

x x x x x

x x x
 

                    = 
3 3

( 3)( 1)( 3)
lim lim( 3)( 1) 4 3

3x x

x x x
x x

x
.  

 

 

ΘΔΜΑ 3 

΢ηελ «Αηηηθή νδφ» εμππεξεηνχληαη θαζεκεξηλά 200 ρηιηάδεο νρήκαηα, ηα νπνία δηαλχνπλ απφ 5 

έσο 45 ρηιηφκεηξα. Ζ δηαλπφκελε απφζηαζε ζε ρηιηφκεηξα απφ ηα νρήκαηα απηά παξνπζηάδεηαη 

ζηελ πξψηε ζηήιε ηνπ πίλαθα : 

Κιάζεηο 

ζε ρικ. 

Κέληξν 

Κιάζεο xi 

΢πρλφηεηα λi ζε 

ρηιηάδεο κνλάδεο 

΢ρεηηθή 

ζπρλφηεηα fi % 

Αζξνηζηηθή 

ζπρλφηεηα Νi 

ζε ρηιηάδεο 

κνλάδεο. 

Αζξ. ΢ρεη. 

΢πρλφηεηα 

Fi% 

[5, 15)  60    

[15, 25)     68 

[25, 35)    180  

[35, 45)      

΢χλνιν  200    
 

Α). Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδην ζαο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα θαη λα ζπκπιεξψζεηε ηηο ηηκέο ησλ  

      αληίζηνηρσλ κεγεζψλ.                                                                                                   Μνλάδεο 10 

Β). Να ζρεδηάζεηε ην ηζηφγξακκκα (xi, fi %) θαη ην πνιχγσλν ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ.     Μνλάδεο 5 

Γ). Να βξείηε ηε κέζε ηηκή x .                                                                                            Μνλάδεο 5 

Γ). Να βξείηε ην πιήζνο ησλ νρεκάησλ πνπ δηαλχνπλ απφζηαζε ηνπιάρηζηνλ 25 ρηιηνκέηξσλ. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

Α). 

Κιάζεηο 

ζε ρικ. 

Κέληξν 

θιάζεηο ix  

΢πρλ. iν  

ζε ρηι. νρ. 

΢ρεηηθή 

ζπρλφηεηα 1f % 

Αζξ. ΢πρλ. 
iΝ ζε ρηι. νρ. 

Αζξ.΢ρεη. 

΢πρλ. iF % 
iivx  

[5,15) 10 60 30 60 30 600 

[15,25) 20 76 38 136 68 1520 

[25,35) 30 44 22 180 90 1320 

[35,45) 40 20 10 200 100 800 

΢χλνιν  200 100   4240 

1
1

60
% 100 100 30

200

v
f

v
, 1 1 60v ,   1 1% % 30F f   
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2 2 1% % % 60 30 38f F f , 2 2

38
200 76

100
v f v , 

2 1 2 60 76 136v v  

3 3 2 180 136 44v ,  3
3

44
% 100 100 22

200

v
f

v
,  3 2 3% % % 68 22 90F F f , 

4 200v  ,  4 4 3 200 180 20v ,  4
4

20
% 100 100 10

200

v
f

v
 

4 3 4% % % 90 10 100F F f .  

 

B).  

 
 

 

Γ).
4240

21, 2
200

i ix v
x km

v
.  

Γ). ην πιήζνο ησλ νρεκάησλ πνπ δηαλχνπλ απφζηαζε ηνπιάρηζηνλ 25 km είλαη 

3 4 44 20 64v v  ρηιηάδεο νρήκαηα. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν f(x) = 2 x
3
  

5

2
x

2
 + x + 10. Οη πηζαλφηεηεο Ρ(Α) θαη Ρ(Β) δχν 

ελδερνκέλσλ Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω είλαη ίζεο κε ηηο ηηκέο ηνπ x, ζηηο νπνίεο ε f έρεη 

αληίζηνηρα ηνπηθφ ειάρηζην θαη ηνπηθφ κέγηζην. 

Α). Να δείμεηε νηη  Ρ(Α) = 
1

2
 θαη  Ρ(Β) = 

1

3
.                                                                      Μνλάδεο 9 

Β). Γηα ηηο παξαπάλσ ηηκέο ησλ Ρ(Α), Ρ(Β) θαζψο θαη γηα Ρ(Α Β) = 
2

3
, λα βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο :    

     i). Ρ(Α Β)                   ii). Ρ(Α  Β)          iii). Ρ[(Α Β) ]        iv).Ρ[(Α Β) (Β Α)]. Μνλάδεο 16 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R σο πνιπσλπκηθή κε 2'( ) 6 5 1f x x x . 

2( ) 0 6 5 1 0f x x x , Γ = 1 θαη  
1

1,2

2

1

5 1 2

112

3

x

x

x

, 2( ) 0 6 5 1 0f x x x .  

Καηαζθεπάδνπκε ηνλ πίλαθα κεηαβνιψλ 

Οπφηε : 
1

3
x  ή  

1

2
x .  
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Ζ f παξνπζηάδεη γηα 
1

3
x  ηνπηθφ κέγηζην θαη γηα 

1

2
x  ηνπηθφ ειάρηζην.  

Άξα 
1

2
θαη 

1

3
.  

Β). Ηζρχεη : ( ) ( ) ( ) ( )  ή  ( ) ( ) ( ) ( ) . 

Άξα 
1 1 2 1

( )
2 3 3 6

 

i). Ηζρχεη 
1 1 1

( ) ( ) ( )
2 6 3

 

ii). Ηζρχεη 
1 5

[( ) ] 1 ( ) 1
6 6

. 

iii). Δπεηδή Α  Β, Β  Α είλαη αζπκβίβζηα ελδερφκελα ηζρχεη :  

[( ) ( )] ( ) ( )  
1 1 1 1

( ) ( ) ( )
3 3 6 2

B .  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΔΣΑΡΣΖ 7 ΗΟΤΛΗΟΤ 2004  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Αλ Α θαη Β είλαη δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω µε Α  Β, ηφηε λα απνδείμεηε φηη  

      Ρ(Α) ≤ Ρ(Β).                                                                                                                    Μνλάδεο 7 

Β). α).  Πφηε έλα πείξακα νλνκάδεηαη πείξακα ηχρεο; 

      β). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο.                 Μνλάδεο 6 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      α). Αλ   
0

1lim ( )
x x

f x l   θαη   
0

2lim ( )
x x

g x l , ηφηε 
0

1 2lim ( ) ( )
x x

f x g x l l .  

      β). Μία ζπλάξηεζε f µε πεδίν νξηζκνχ Α ιέκε φηη παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην ζην x1 A,  

           φηαλ f(x) ≤ f(x1) γηα θάζε x ζε µηα πεξηνρή ηνπ x1.  

      γ). Ηζρχεη (f(x) g(x))  = f (x) g(x) + g (x) f(x), φπνπ f θαη g παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο. 

      δ). Ηζρχεη 
1

'x
x

 κε x > 0. 

      ε). Γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά   ελδερφκελα Α θαη Α  ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ηζρχεη  

           Ρ(Α ) = 1 + Ρ (Α). 

      ζη). Σν κέηξν δηαζπνξάο εχξνο ηζνχηαη µε ηε δηαθνξά ηεο ειάρηζηεο παξαηήξεζεο απφ ηε  

             κέγηζηε παξαηήξεζε.                                                                                            Μνλάδεο 12 

ΛΤ΢Ζ  

Α). Θεσξία.   

Β). Θεσξία.  

Γ). α). ΢Ω΢ΣΟ, β). ΛΑΘΟ΢ , γ). ΢Ω΢ΣΟ, δ). ΛΑΘΟ΢ , ε). ΛΑΘΟ΢ , ζη). ΢Ω΢ΣΟ. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f µε ηχπν 
2

( )
x

x
f x

e
. 

 

α). Να βξείηε ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο.                                           Μνλάδεο 9 

β). Να απνδείμεηε φηη  
1

( ) '( )
x

f x f x
e

.                                                                            Μνλάδεο 8 

γ). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(0, f(0)). 

Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

α). 

'

2 2

2 ' 2 ' 22 1
'( )

x x x x

x xx x

x e x e e x ex x
f x

e ee e
.  

f (x) = 0  x  1 = 0  x =  1.  
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Ζ f είλαη γλ. αχμνπζα ζην ( , 1] θαη γλ. θζίλνπζα ζην [ 1, + ). η. κέγηζην f ( 1) = e  

 

β). f(x) + f (x) = 
2 1 1

x x x

x x

e e e
.   

γ). x0 = 0, y0
 
 = f(x0) = f(0) = 2 θαη ι = f (x0) = f (0) = 1.  

(ε) : y  y0 = ι (x  x0)  y  2 = 1 (x  0)  y = x + 2. 

 

 

ΘΔΜΑ 3 

Ζ κέζε ηηκή ησλ βαζκψλ πνπ πήξαλ νη 25 καζεηέο ηεο Γ΄ ηάμεο ελφο Λπθείνπ ζηα Μαζεκαηηθά 

είλαη 14, ελψ ε κέζε ηηκή ησλ βαζκψλ ησλ 10 καζεηψλ πνπ παξνπζίαζαλ ηε κηθξφηεξε 

βαζκνινγία είλαη 11. 

α). Να βξείηε ηε κέζε ηηκή ηεο βαζκνινγίαο ησλ 15 ππφινηπσλ καζεηψλ.                       Μνλάδεο 12 

β). Αλ ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ βαζκψλ ησλ 25 απηψλ καζεηψλ είλαη 5000, λα βξείηε ην  

      ζπληειεζηή κεηαβνιήο (CV).                                                                                       Μνλάδεο 13 

ΛΤ΢Ζ 

α). 

25

1

25

i

i

t

x   

25

114
25

i

i

t

  
25

1

350i

i

t .   

      

10

1
1

10

i

i

t

x   

10

111
10

i

i

t

  
10

1

110i

i

t .  Καη        

25 10

1 1
2

350 110 240
16

15 15 15

i i

i i

t t

x .    

 

β). S
2
 = 

2
25

25 25 2
12 2

1 1

1 1 5000
14 200 194 4

25 25 25 25

i

i

i i

i i

t

t t x .  

Άξα S = 2 4S  = 2. θαη CV = 
2

0,1429
14

S

x
  ή 14,29 %.   

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ηεο ξίςεο ελφο µε ακεξφιεπηνπ δαξηνχ θαη ε 

ζπλάξηεζε f : IR → IR µε ηχπν 
3 21

( ) 4 2
3

f x x k x x , φπνπ k  Ω. 

Αλ P(1) = P(3) = P(5) = 2P(2) = 4P(4) = 2P(6), ηφηε λα βξείηε: 

α). Σηο πηζαλφηεηεο ησλ απιψλ ελδερνκέλσλ P(1), P(2), P(3), P(4), P(5), P(6).                 Μνλάδεο 8 

β). Σηο πηζαλφηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ Α θαη Β, φπνπ  

      Α: «Ζ έλδεημε ηνπ δαξηνχ είλαη άξηηνο αξηζκφο» 

       Β: «Ζ έλδεημε ηνπ δαξηνχ είλαη πεξηηηφο αξηζκφο».                                                     Μνλάδεο 8 

γ). Σελ πηζαλφηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ Γ, φπνπ Γ: «Ζ ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην R » . 

Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

α). Έζησ φηη P(1) = P(3) = P(5) = 2 P(2) = 4 P(4) = 2 P(6) = 4 θ.  

Άξα P(1) = P(3) = P(5) = 4 θ, P(2) = P(6) = 2 θ θαη P(4) = θ.  

Ηζρχεη P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1  4 θ + 2 θ + 4 θ + θ + 4 θ + 2 θ = 1  
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 17 θ = 1  θ = 
1

17
.  Δπνκέλσο P(1) = P(3) = P(5) = 

4

17
 , Ρ(2) = Ρ(6) = 

2

17
 θαη P(4) = 

1

17
.   

 

β). Α = {2, 4, 6} θαη Β = {1, 3, 5} = Α .   

P(Α) = P(2) + P(4) + P(6) = 
2 1 2 5

17 17 17 17
.   

P(B) = P(A ) = 1  P(A) = 1  
5 12

17 17
.  

 

γ). f (x) = x
2

 

  2 θ x + 4.  

Γηα λα είλαη ε f γλεζίσο αχμνπζα ζην R, πξέπεη f (x) ≥ 0, γηα θάζε x  R. Άξα πξέπεη ην ηξηψλπκν 

λα έρεη Γ ≤ 0  ( 2 θ)
2 

 4 1
 

4 ≤ 0  4 θ
2 

 16 ≤ 0.  

 

θ                                         2                                              2                                                +  

θ
2
  4 +  + 

 

άξα 2 ≤ θ ≤ 2 θαη επεηδή θ  Ω, ζα είλαη θ = 1 ή θ = 2.  

Γ = {1, 2} θαη Ρ(Γ) = Ρ(1) + Ρ(2) = 
4 2 6

17 17 17
.  
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

΢ΑΒΒΑΣΟ 28 ΜΑΪΟΤ 2005  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

 

ΘΔΜΑ 1  

Α). Να απνδεηρζεί φηη γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ηζρχεη :  

       P(A B) = P(A) + P(B) – P(A B).                                                                          Μνλάδεο 10 

Β). α). Πνηεο κεηαβιεηέο ιέγνληαη πνζνηηθέο;                                                                 Μνλάδεο 3  

      β). Πφηε κηα πνζνηηθή κεηαβιεηή νλνκάδεηαη δηαθξηηή θαη πφηε ζπλερήο ;              Μνλάδεο 4 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε  

      ΢σζηφ  ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

      [α]. Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα ∆ θαη ηζρχεη f (x) > 0 γηα θάζε  

             εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ ∆, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην Γ.                      Μνλάδεο 2 

      [β]. Ηζρχεη  

'

2

' ' 'f x f x g x f x g x

g x g x
 , φπνπ f, g παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο.  

                                                                                                                                        Μνλάδεο 2 

       [γ]. Ζ δηαθχκαλζε είλαη κέηξν ζέζεο.                                                                      Μνλάδεο 2  

       [δ]. Αλ Α  Β ηφηε P(A) > P(B).                                                                               Μνλάδεο 2  

ΛΤ΢Ζ  

Α). Θεσξία βηβιίνπ. Απφδεημε ζει. 151.  

Β). α). ζεσξία βηβιίνπ ζει. 59 

Γ). α). ΢σζηφ   β). Λάζνο    γ). Λάζνο    δ). Λάζνο.  

 

 

 

ΘΔΜΑ 2  

΢ε έλα δηαγψληζκα Βηνινγίαο ε 

βαζκνινγία ησλ καζεηψλ δίλεηαη απφ ην 

παξαθάησ ηζηφγξακκα ζπρλνηήησλ λi.  

 

 
α). Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο θαη λα ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

Κιάζεηο 

Βαζκνινγίαο 

[     ) 

Κέληξν 

θιάζεο 

xi 

΢πρλφηεηα 

λi 

΢ρεηηθή 

΢πρλφηεηα 

fi 

Αζξνηζηηθή 

΢πρλφηεηα 

Νi 

Αζξ.ζρεη. 

΢πρλφηεηα 

Fi 

[4,  8)      

[8,  12)      

[12, 16)      
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[16, 20)      

΢χλνιν      

Μνλάδεο 11  

β). Να βξείηε ηε κέζε ηηκή ησλ βαζκψλ.                                                                       Μνλάδεο 8  

γ). Πφζνη καζεηέο έρνπλ βαζκφ κέρξη θαη 10 ;                                                              Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Κιάζεηο Κέληξν 

Κιάζεο xi 

΢πρλφηεηα 

λi 

΢ρεηηθή 

΢πρλφηεηα fi 

Αζξνηζηηθή 

΢πρλφηεηα Νi 

Αζξ. ΢ρεη. 

΢πρλφηεηα F1 

[4, 8) 6 5 0,10 5 0,10 

[8,12) 10 10 0,20 15 0,30 

[12, 16) 14 25 0,50 40 0,80 

[16, 20) 18 10 0,20 50 1 

΢ΤΝΟΛΟ  50 1   

 

β) 
6 5 10 10 14 25 18 10 30 100 350 180 660

13,2
50 50 50

x  

γ). Α  ηξφπνο 

Δίλαη φινη νη καζεηέο ηεο θιάζεο [4, 8) θαη νη κηζνί ηεο θιάζεο [8, 12), ιφγσ νκνηφκνξθεο 

θαηαλνκήο ησλ παξ/ζεσλ εληφο ηεο θιάζεο (αθνχ 10 ην θέληξν ηεο) δει. 5 + 5 = 10 καζεηέο 

 

Β  ηξφπνο 

Καηαζθεπάδσ πνιχγσλν αζξνηζηηθψλ 

ζπρλνηήησλ  

 

Γξαθηθά κε ηε βνήζεηα ηνπ πνιχγσλνπ αζξ. 

ζρεη. ζπρλνηήησλ εληνπίδσ φηη ην πιήζνο είλαη 

10 καζεηέο 

 

 

50 

 

40 

 

30 

 

20 

 

10 

  

 

 

          4 8     10  12 16 20 βαζκνί 
 

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ Α, Β ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, ψζηε λα ηζρχνπλ:  

i). Ζ πηζαλφηεηα λα πξαγκαηνπνηεζεί έλα ηνπιάρηζηνλ απφ ηα ελδερφκελα Α, Β είλαη 
7

8
.  

ii). Οη πηζαλφηεηεο P(B), P(A B) δελ είλαη ίζεο θαη αλήθνπλ ζην ζχλνιν Υ = {k, 
1

2
, 

5

4
}, φπνπ 

       
25

3 15
lim

6 5x

x

x x
 

       α). Να βξεζεί ην k.                                                                                                      Μνλάδεο 5  

       β). Να βξεζνχλ ηα P(B), P(A B) θαη λα αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο.                Μνλάδεο 8  

       γ). Να βξεζνχλ νη πηζαλφηεηεο :   
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            1). Να πξαγκαηνπνηεζεί ην ελδερφκελν Α.                                                           Μνλάδεο 6  

            2). Να πξαγκαηνπνηεζεί κφλν ην ελδερφκελν Α.                                                  Μνλάδεο 6  

ΛΤ΢Ζ 

Α  Ω ,  Β  Ω.   

(i). Ρ(Α Β) = 
7

8
.   

(ii). Ρ(Β)  Υ.  Ρ(Α Β)  Υ , Ρ(Β)  Ρ(Α Β).  Υ = 
1 5

, ,
2 4

.  

α). 
%

25 5

3 53 15 3
lim lim

6 5 5 1 4x x

xx

x x x x
. Άξα Υ = 

1 3 5
, ,

2 4 4
.  

β). Α Β  Β  άξα Ρ(Α Β) < Ρ(Β)  (αθνχ Ρ(Β)  Ρ(Α Β).   

Άξα Ρ(Α Β) = 
1

2
 θαη  Ρ(Β) = 

3

4
, αθνχ 

5
1

4
.  

 

γ). (1) Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β)  Ρ(Α) = Ρ(Α Β)  Ρ(Β) + Ρ(Α Β) = 
7 3 1

8 4 2
  

          Ρ(Α) = 
5

8
.  

     (2)  Ρ(Α  Β) = Ρ(Α)  Ρ(Α Β) = 
5 1

8 2
  Ρ(Α  Β) = 

1

8
.  

 

ΘΔΜΑ 4  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηχπν f(x) = 
1

x
 , x  (0 , +  ).  

α). Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο f ζην ζεκείν Λ(1, 1).                              Μνλάδεο 7  

β). Απφ ηπραίν ζεκείν Μ(x, y) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f θέξλνπκε παξάιιειεο επζείεο   

     πξνο ηνπο άμνλεο x x θαη y y, νη νπνίεο ζρεκαηίδνπλ κε ηνπο εκηάμνλεο Οx, Oy νξζνγψλην  

     παξαιιειφγξακκν. Να βξεζνχλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Μ, ψζηε ε πεξίκεηξνο ηνπ  

     νξζνγσλίνπ παξαιιεινγξάκκνπ λα είλαη ειάρηζηε.                                                 Μνλάδεο 10  

γ). Οη ηεηκεκέλεο πέληε δηαθνξεηηθψλ ζεκείσλ ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ εξσηήκαηνο (α) έρνπλ κέζε  

     ηηκή x  = 5 θαη ηππηθή απφθιηζε Sx = 2.  

     Να βξεζεί ε κέζε ηηκή y  θαη ε ηππηθή απφθιηζε Sy ησλ ηεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ απηψλ.  

         Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

1
f x

x
, x  (0, + ) ,   

α). 
2

1
'f x

x
, 

2

1
' 1 1

1
f ,  Άξα (ε) : y = x + β.  

Δπεηδή Λ  (ε), έρσ 1 = 1 + β  β = 2.  Δπνκέλσο (ε) : y =  x + 2.  

 

β). Έζησ Μ 
1

,x
x

 ην ζεκείν 
1 2

2 2x x x
x x

.  

Μειεηψ ηε ζπλάξηεζε 
2

2
' 2x

x
.  
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Π (x) = 0  
2

2
2 0

x
  2 x

2
  2 = 0  x

2
 = 1  { x = 1 ή  x = 1  απξ. αθνχ x > 0}.   

Π ΄(x) > 0  x > 1.  

 

x                                                      1                                                  +    

Π (x)  + 

Π(x) 

  

 

Διάρηζηε πεξίκεηξνο φηαλ x = 1. Άξα Μ(1, 1) Γειαδή ην ζεκείν ηαπηίδεηαη κε ην Λ.  

 

γ) Έζησ x1, x2,……..x5 ηα ζεκεία ηεο (ε).  Έζησ zi =  xi  γηα i = 1, 2, … .,5.   

Σφηε 5z x  θαη 1 2z x xS S S . Έζησ yi = zi + 2 =  x + 2  

Σφηε : 2 5 2 3y z .  Καη 2y zS S .   Άξα 3y  θαη Sy = 2.  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢  Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΠΑΡΑ΢ΚΔΤΖ 8 ΗΟΤΛΗΟΤ 2005 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

A1). Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο F(x), f(x) θαη g(x) κε F(x) = f(x) + g(x). 

        Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο, λα απνδείμεηε φηη: F (x) = f (x) + g (x). 

Μνλάδεο 9 

A2). Πψο νξίδεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ή ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο κηαο κεηαβιεηήο x, αλ   

        x  > 0 θαη πψο, αλ  x  < 0 ;                                                                                            Μνλάδεο 4 

 

Β). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ    

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

      α). Οη πνηνηηθέο κεηαβιεηέο δηαθξίλνληαη ζε δηαθξηηέο θαη ζπλερείο.                           Μνλάδεο 2 

      β). Αλ x > 0,   ηφηε (lnx)  = 
1

x
.                                                                                       Μνλάδεο 2 

      γ). ΢ηελ πεξίπησζε ησλ πνζνηηθψλ κεηαβιεηψλ, εθηφο απφ ηηο ζπρλφηεηεο fi θαη λi,  

           ρξεζηκνπνηνχληαη θαη νη ιεγφκελεο αζξνηζηηθέο ζπρλφηεηεο Fi, Νi.                         Μνλάδεο 2 

      δ). Σα ζπνπδαηφηεξα κέηξα δηαζπνξάο κηαο κεηαβιεηήο είλαη ε κέζε ηηκή θαη ε δηάκεζνο απηήο. 

  Μνλάδεο 2 

      ε). Αλ γηα ηα ελδερφκελα Α, Β ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα   

           ηζρχεη Ρ(Α) = Ρ(Β), ηφηε είλαη πάληνηε  Ν(Α) = Ν(Β).                                              Μνλάδεο 2 

      ζη). Ζ έλλνηα ηεο ζπλέρεηαο κηαο ζπλάξηεζεο αλαθέξεηαη κφλν ζε ζεκεία ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ  

             ηεο.                                                                                                                           Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ  

Α1). Θεσξία.   

Α2). CV = 
S

x
, αλ x  > 0, ελψ CV = 

S

x
, αλ  x  < 0.  

Β). α). ΛΑΘΟ΢,        β). ΢Ω΢ΣΟ,      γ). ΢Ω΢ΣΟ,    δ). ΛΑΘΟ΢ ,    ε). ΢Ω΢ΣΟ ,  ζη). ΢Ω΢ΣΟ.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  f(x) =   α lnx  β x
2
, κε α, β  R. 

α). Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνχ ηεο f.                                                                                   Μνλάδεο 3 

β). Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο f γηα θάζε x, ην νπνίν αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνχ ηεο.     Μνλάδεο 5 

γ). Να βξείηε ηα α θαη β, ψζηε ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Α(1, 1) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f   

     λα είλαη y = 3 x  2.                                                                                                       Μνλάδεο 10 

δ). Να βξείηε ην 3

2
lim '
x

f x x .                                                                                         Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

α). Πξέπεη x > 0, άξα Af = (0, + ).   

β). f (x) = (α lnx   β x
2
)  = 

x
  2 β x, x > 0. 

γ). Α(1, 1)  Cf  f(1) = 1  α ln1  β 1
2
 = 1  β = 1  β = 1.  

     Ζ εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α (1, 1) είλαη ε y = 3 x  2, άξα f (1) = 3  α  2 β = 3  α + 2 = 3   

       α = 1.   
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δ). 3

2
lim '
x

f x x  = 3

2
lim 2
x

x x
x

 = 4 8
2

 = 4 α  32 β = 36.  

 

 

 

ΘΔΜΑ 3 

΢ε κηα θαλνληθή ή πεξίπνπ θαλνληθή θαηαλνκή ην 50 % ησλ παξαηεξήζεσλ έρνπλ ηηκή κεγαιχηεξε 

ηνπ 20. Σν 81,5 % ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα (16, 22) κε άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο      

ραξαθηεξηζηηθέο ηηκέο ηεο θαλνληθήο θαηαλνκήο  x    3 s, x   2 s, x   s, x . 

α). Να δείμεηε φηη  x  = 20 θαη s = 2.                                                                                  Μνλάδεο 10 

β). Να βξείηε ην α  Ν
*
, αλ είλαη γλσζηφ φηη ζην δηάζηεκα ( x   α s, x  + α s) αλήθεη ην 95 %  

     πεξίπνπ ησλ παξαηεξήζεσλ.                                                                                           Μνλάδεο 5 

γ). Αλ R είλαη ην εχξνο ηεο θαηαλνκήο, λα βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο   

      f(x) = 2 4 9
2

R
x x x s .                                                                                      Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Σν 50 % ησλ παξαηεξήζεσλ  

     έρνπλ ηηκή κεγαιχηεξε ηνπ 20,  

     άξα x  = 20.  

Σν 81,5 % ησλ παξαηεξήζεσλ  

     βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα (16 , 22),  

     άξα s = 2. 

β). ΢ην δηάζηεκα ( x S, x +S)  

     βξίζθεηαη ην 68 %  ησλ  

    παξαηεξήζεσλ. 
20 22 24 26 18 16 14 

34% 34% 

13,5% 13,5% 
2,35% 2,35% 

0,15% 0,15% 

 

    ΢ην δηάζηεκα ( x 2 S, x + 2 S) βξίζθεηαη ην 95 %  ησλ παξαηεξήζεσλ. 

     ΢ην δηάζηεκα ( x   3 S , x  + 3 S), βξίζθεηαη ην 99,7 % ησλ παξαηεξήζεσλ. Άξα α = 2. 

 

γ). R ≈ 6 S = 6 2 = 12.  f(x) = 
2

R
x

2
( x  + 4) x + 9 S = 6 x

2
  24 x + 18.  

     f (x) = 12 x  24.  f (x) = 0  12 x  24 = 0 ⇔ 12 x = 24  x = 2.  

     Άξα αλ x  ( , 2) ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα θαη ζην (2, + ) γλεζίσο αχμνπζα.  

      fmin = f(2) = 6 2
2
 – 24 2 + 18 = 6.  

 

ΘΔΜΑ 4 

Έζησ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω ={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα. Γηα ηα 

ελδερφκελα Α, Β, Γ ηνπ Ω είλαη A B = {1, 2, 3, 4, 5, 6},  A B = {1, 3, 4}, A  B = {2, 6} θαη 

Γ = { x  Ω / 
1

2
1

x

x
}.  

α). Να ππνινγίζεηε ηηο πηζαλφηεηεο Ρ(Α), Ρ(Β), Ρ(Γ).                                                        Μνλάδεο 9 

β). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα, ψζηε λα πξαγκαηνπνηεζεί ην Β θαη φρη ην Γ.                      Μνλάδεο 3 

γ). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα, ψζηε λα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν έλα απφ ηα Β θαη Γ.          Μνλάδεο 3 

δ). Αλ s
2
 είλαη ε δηαθχκαλζε ησλ ηηκψλ ι, 3 ι, 5 ι, φπνπ ι  Ω, λα βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ηνπ  

     ελδερφκελνπ ∆ = {ι  Ω / s
2
 > 24}.                                                                              Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 
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α).  A = (A B) (A  B) = {1, 2, 3, 4, 6}. P(A) = 
5

10
= 0,5.   

 B = (A B)  (A  B) = {1, 2, 3, 5}. P(B) = 
4

10
  = 0,4.   

 
1

1

x

x
 ≥ 2  x + 1 ≥ 2 (x  1)  x + 1 ≥ 2 x  2  x ≥ 3  x ≤ 3  x = 2 ή x = 3.  

[Πξέπεη x  1  0   x  1, x  Ω  άξα x  1 > 0 ] 

x + 1 ≥ 2 x  2 ⇔ x  2 x ≥ 1  2  x ≥ -3 ⇔ x ≤ 3 ⇔ x = 2 ή x = 3. άξα Γ = {2 , 3}.  

Άξα  P(Γ) = 
2

10
 = 0,2.   

β). Δίλαη Β Γ = {3} θαη  Ρ(Β  Γ) =  
1

10
 = 0,1.  

      Ρ(Β Γ) = Ρ(Β)  Ρ(Β Γ) = 0,4  0,1 = 0,3.  

 

γ). Ρ((Β  Γ) (Γ  Β)) = Ρ(Β) + Ρ(Γ)  2 Ρ(Β Γ) = 0,4 + 0,2  0,2 = 0,4.   

 

δ). 
3 5 9

3
3 3

x   S
2
 = 

2 2 2
3 3 3 5 3

3
 = 

2 2 24 0 3 8

3 3
 

     S
2 
> 24  

28

3
 > 24   8 ι

2
 > 72  ι

2
 > 9  ι > 3.  

     άξα Γ = {4, 5, 6, 7, 8, 9 } θαη Ρ(Α) = 
7

10
 = 0,7.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1
ο
 ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ  

ΘΕΜΑΤΑ ΚΑΙ ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΦΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  

Επιμέλεια Θεμάτων Πολστρονιάδης Νικόλαος         [41] 

 

 

 

ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΔΝΗΑΗΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΠΔΜΠΣΖ 25 ΜΑΪΟΤ 2006   ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1
 

A). Ζ ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη c πξαγκαηηθή ζηαζεξά. Να απνδείμεηε φηη  

      ,'' xfcxfc  Rx .                                                                                         Μνλάδεο 10  

B). α). Πφηε δχν ελδερφκελα Α , Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ιέγνληαη αζπκβίβαζηα;   Μνλάδεο 3  

      β). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ Α ιέγεηαη ζπλερήο;                                 Μνλάδεο 4  

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

     [α]. Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ ην Α, ιέκε φηη παξνπζηάδεη ηνπηθφ κέγηζην ζην x  A,  

           φηαλ f(x)  f(x0) γηα θάζε x ζε κηα πεξηνρή ηνπ x0.                                                   Μνλάδεο 2  

     [β]. Aλ ην ελδερφκελν Α , ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ ελδερνκέλνπ Α, πξαγκαηνπνηείηαη, ηφηε δελ  

           πξαγκαηνπνηείηαη ην Α.                                                                                             Μνλάδεο 2  

     [γ]. Γηα θάζε x≠0 ηζρχεη: 

'

2

1 1

x x
.                                                                              Μνλάδεο 2  

     [δ]. Σν θπθιηθφ δηάγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε κφλν πνζνηηθψλ  

            δεδνκέλσλ.                                                                                                               Μνλάδεο 2  

ΛΤ΢Ζ 

Α). ΢ρνιηθφ βηβιίν  

Β). α). ΢ρνιηθφ βηβιίν   β). ΢ρνιηθφ βηβιίν.   

Γ). α). ΢σζηφ          β). ΢σζηφ           γ). Λάζνο            δ). Λάζνο.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Καηά ηελ αξρή ηεο ζρνιηθήο ρξνληάο νη 50 

καζεηέο ηεο ηξίηεο ηάμεο ελφο Λπθείνπ 

ξσηήζεθαλ ζρεηηθά κε ηνλ αξηζκφ ησλ βηβιίσλ 

πνπ δηάβαζαλ ηελ πεξίνδν ησλ ζεξηλψλ 

δηαθνπψλ. ΢χκθσλα κε ηηο απαληήζεηο πνπ 

δφζεθαλ, ζπληάρζεθε ν παξαθάησ πίλαθαο:  

 

 

Αξηζκφο Βηβιίσλ xi Αξηζκφο Μαζεηψλ λi 

0 α + 4 

1 5 α + 8 

2 4 α 

3 α  1 

4 2 α 

΢χλνιν 50 

α). Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηνπ α.                                                                                     Μνλάδεο 3  

     ΢ηε ζπλέρεηα λα βξείηε :  

β). Σε κέζε ηηκή ηνπ αξηζκνχ ησλ βηβιίσλ πνπ δηάβαζαλ νη καζεηέο.                               Μνλάδεο 7  

γ). Σε δηάκεζν ηνπ αξηζκνχ ησλ βηβιίσλ πνπ δηάβαζαλ νη καζεηέο.                                   Μνλάδεο 7  

δ). Σελ πηζαλφηεηα έλαο καζεηήο λα έρεη δηαβάζεη ηνπιάρηζην 3 βηβιία.                           Μνλάδεο 8  

ΛΤ΢Ζ 

α). α + 4 + 5 α + 8 + 4 α + α  1 + 2 α = 50   

      13 α = 39  α = 3.  

β). Γηα α = 3 έρνπκε ηνλ πίλαθα.   

 

xi λi λη xi Ni 

0 7 0 7 

1 23 23 30 

2 12 24 42 

3 2 6 44 
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4 6 24 50 

΢χλνιν 50 77  
 

Ζ κέζε ηηκή είλαη : 
77

50
x  = 1,54 βηβιία.  

γ). Ζ δηάκεζνο ηζνχηαη κε ην εκηάζξνηζκα ηεο 25
εο

 θαη ηεο 26
εο

 παξαηήξεζεο δειαδή :  

     δ = 
1 1

1
2

  βηβιία.  

δ). Έζησ Α ην ελδερφκελν « έλαο καζεηήο έρεη δηαβάζεη ηνπιάρηζηνλ 3 βηβιία » ηφηε  

      Ρ(Α) = 
2 6 8 4

50 50 25
.  

 

ΘΔΜΑ 3  

΢ε έλα ρνξεπηηθφ φκηιν ζπκκεηέρνπλ x αγφξηα θαη (x + 4)
2

 

θνξίηζηα.  

α). Δπηιέγνπκε ηπραία έλα άηνκν, γηα λα εθπξνζσπήζεη ηνλ φκηιν ζε κηα εθδήισζε. Να εθθξάζεηε  

     σο ζπλάξηεζε ηνπ x ηελ πηζαλφηεηα λα επηιεγεί αγφξη.                                                 Μνλάδεο 7  

β). Αλ ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί αγφξη είλαη ίζε κε 
1

19
 θαη ν φκηινο πεξηιακβάλεη ιηγφηεξα απφ 100  

     κέιε, λα βξείηε ηνλ αξηζκφ ησλ κειψλ ηνπ νκίινπ, θαζψο θαη ηελ πηζαλφηεηα λα επηιεγεί  

       θνξίηζη.                                                                                                                           κνλάδεο 8  

γ). Πνηνο πξέπεη λα είλαη ν αξηζκφο ησλ αγνξηψλ ηνπ νκίινπ, ψζηε λα κεγηζηνπνηείηαη ε πηζαλφηεηα  

      λα επηιεγεί αγφξη, θαη πνηα είλαη ε ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο απηήο;                                 Μνλάδεο 10  

ΛΤ΢Ζ 

α). Έζησ Α ην ελδερφκελν επηιέγεηαη αγφξη θαη Κ ην ελδερφκελν λα είλαη θνξίηζη ηφηε  

     Ρ(Α) = 
2

4

x

x x
.  

β). Ρ(Α) = 
2

4

x

x x
  

2

1

194

x

x x
 x + (x + 4)

2
 = 19 x  x + x

2
 + 8 x + 16 = 19 x   

  x
2
  10 x + 16 = 0  { x = 2  ή  x = 8 }.  

 Γηα x = 8, ν αξηζκφο ησλ κειψλ ηνπ νκίινπ είλαη : x + (x + 4)
2
 = 8 + 12

2
 > 100 απνξξίπηεηαη.   

 Γηα x = 2, ν αξηζκφο ησλ κειψλ ηνπ νκίινπ είλαη: x + (x + 4)
2 
= 2 + 36 = 38 < 100.   

   Δπνκέλσο ν αξηζκφο ησλ κειψλ ηνπ νκίινπ είλαη : 38 θαη ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί θνξίηζη είλαη :  

   Ρ(Κ) = 

2

2

4 36 18

38 194

x

x x
.  

γ). Έζησ ζπλάξηεζε f κε f(x) = 
2

4

x

x x
, x > 0,  ηφηε ε f είλαη παξαγσγίζηκε κε   

f (x) = 
2

2
2

16

4

x

x x

, x > 0 

έρνπκε f (x) = 0  x = 4.   

x 0                              4                             +  

f (x) +  

f(x) 

  
 

Ζ ζπλάξηεζε f (επνκέλσο θαη ε πηζαλφηεηα λα επηιεγεί αγφξη) παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x = 4, θαη  

ε κέγηζηε ηηκή ηεο είλαη  
4 1

68 17
. 
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ΘΔΜΑ 4  

Έζησ ε ζπλάξηεζε 22 4 10f x x k x x , 0x .  

α). Aλ ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ζην ζεκείν Α(1, f(1)) είλαη  

     παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x, λα απνδείμεηε φηη k=2 θαη λα βξείηε ηελ εμίζσζή ηεο.  

                                                                                                                                               Μνλάδεο 5  

β). Μία ηπραία κεηαβιεηή Υ αθνινπζεί ηελ θαλνληθή θαηαλνκή κε κέζε ηηκή 1x f , θαη ηππηθή  

      απφθιηζε 
2 ' 4

13

f
S .  

      Σξεηο παξαηεξήζεηο, αληηπξνζσπεπηηθνχ δείγκαηνο κεγέζνπο λ, είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο ηνπ 8.  

      (i). Να βξείηε ηνλ αξηζκφ ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα (10, 16).  

                                                                                                                                            Μνλάδεο 10  

      (ii). Να απνδείμεηε φηη ην δείγκα ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ έρεη ιεθζεί, δελ είλαη νκνηνγελέο.  

             Να βξείηε ηε κηθξφηεξε ηηκή ηεο παξακέηξνπ α>0, πνπ πξέπεη λα πξνζηεζεί ζε θάζε κία  

             απφ ηηο πξνεγνχκελεο παξαηεξήζεηο, ψζηε ην δείγκα ησλ λέσλ παξαηεξήζεσλ λα είλαη  

             νκνηνγελέο.                                                                                                            Μνλάδεο 10  

ΛΤ΢Ζ 

α). Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, + )  κε f (x) =  4 x + k + 
2

x
.   

Πξέπεη f (1) = 0   4 + k + 2 = 0  k = 2.  

Ζ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη ε (ε) : y = 14.   

 

β). x  = f(1) = 14, S = 
2 ' 4

2
13

f
S , ζηελ θαλνληθή θαηαλνκή κηθξφηεξεο απφ x   3 S = 8 

αλήθεη ην 0,15 % ησλ παξαηεξήζεσλ.  Άξα 
0,15

100
λ = 3  λ = 2.000.  

i). ΢ην δηάζηεκα ( x   2 S, x  + S) αλήθεη ην 81,5 % ησλ παξαηεξήζεσλ  

    ή αιιηψο  
81,5

100
2000 = 1630 παξαηεξήζεηο.  

ii) Έζησ yi νη λέεο παξαηεξήζεηο θαη xi νη αξρηθέο. Σφηε yi = xi + α.  

Άξα y x  α = 14 + α θαη Sy = Sx = 2.  

Πξέπεη CVy ≤ 
1

10
  

1

10

yS

y
  

2 1

14 10
  α ≥ 6.  Άξα ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ α είλαη 6.  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΗΟΤΛΗΟ΢ 2006 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

A).  Γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα Α θαη Α  ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, λα απνδείμεηε φηη    

       ηζρχεη: P(Α ) = 1  Ρ(Α).                                                                                                Μνλάδεο 9 

Β1).Πφηε κία ζπλάξηεζε f  κε πεδίν νξηζκνχ ην Α ιέκε φηη παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην ζην 

        x0  A;                                                                                                                                                           Μνλάδεο 3 

Β2). Πφηε κία ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο κνλφηνλε ζε έλα δηάζηεκα ∆;                       Μνλάδεο 3 

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

     ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηε ζσζηή απάληεζε. 

     α). Σν ελδερφκελν Α Β πξαγκαηνπνηείηαη, φηαλ πξαγκαηνπνηείηαη ην πνιχ έλα απφ ηα  

          ελδερφκελα Α θαη Β.                                                                                                   Μνλάδεο 2 

     β). Ηζρχεη: (ζπλx)  = εκx, γηα θάζε x  R.                                                                       Μνλάδεο 2 

     γ). Ο ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο (CV) είλαη αλεμάξηεηνο απφ ηηο κνλάδεο κέηξεζεο ησλ   

          δεδνκέλσλ.                                                                                                                  Μνλάδεο 2 

     δ). Ζ δηάκεζνο δ είλαη κέηξν δηαζπνξάο.                                                                         Μνλάδεο 2 

     ε). Έζησ Α, Β ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω. Σφηε ηζρχεη: P( ) < P(A B) < P(Ω). 

                                                                                                                                               Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία  

Β1). Θεσξία, 2. Θεσξία  

Γ). α). ΛΑΘΟ΢,      β). ΛΑΘΟ΢ ,        γ). ΢Ω΢ΣΟ,     δ). ΛΑΘΟ΢ ,       ε). ΢Ω΢ΣΟ. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = e
x

(α x
2 
+ β x + 9) κε α, β  R. Αλ ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν ηεο Α(2, e
2
) είλαη y = e

2
x + 3 e

2
, ηφηε: 

α). Να απνδείμεηε φηη α = 1 θαη β = 6.                                                                              Μνλάδεο 12 

β). Να βξείηε ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο f.                                                                   Μνλάδεο 13 

ΛΤ΢Ζ 

α). Ζ εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α (2, e
2
) είλαη y = e

2
x + 3 e

2
, ηφηε f(2) = e

2
 θαη f (2) = e

2
.  

f(2) = e
2
  e

2
(α 2

2
 + β 2 + 9) = e

2
  4 α + 2 β + 9 = 1  2 α + β = 4       (1)  

f (x) = [e
x

(α x
2
 + β x+ 9)]  = (e

x
) (α x

2
 + β x+ 9) + e

x
(α x

2
 + β x+ 9)  =   

         = e
x

(α x
2
 + β x + 9) + e

x
(2 α x + β) = e

x
(α x

2
 + β x + 2 α x + β + 9).   

f (2) = e
2
  e

2
(α 2

2
 + β 2 + 2 α

2
 + β + 9) = e

2
  8 α + 3 β = 10            (2)  

Απφ ηηο (1) θαη (2) παίξλνπκε α = 1 θαη β = 6.  

 

β). Γηα α = 1 θαη β =  6 είλαη : f(x) = e
x

(x
2
  6 x + 9) θαη f (x) = e

x
(x

2
  4 x + 3)  

f (x) = 0  e
x

(x
2
  4 x + 3) = 0  x

2
  4 x + 3 = 0  { x = 1 ή x = 3 }.  

 

x                           1                            3                                     +  

f (x) +  + 

f(x) 
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η. κέγηζην f(1) = e
1

(12  6 1 + 9) = 4 e. θαη  η. ειάρηζην f(3) = e
3

(32  6 3 + 9) = 0.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Μία Σξάπεδα ρνξεγεί δηαθφξσλ ηχπσλ δάλεηα ζηνπο πειάηεο ηεο. Αλ επηιεγεί ηπραία θάπνηνο 

πειάηεο ε πηζαλφηεηα λα έρεη πάξεη κφλν ζηεγαζηηθφ ή κφλν θαηαλαισηηθφ δάλεην είλαη 0,7 ελψ ε 

πηζαλφηεηα λα κελ έρεη πάξεη θαλέλα απφ ηα δχν πξνεγνχκελα δάλεηα είλαη 0,1. 

α). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα έλαο πειάηεο λα έρεη πάξεη θαη ηα δχν δάλεηα. Να εμεηάζεηε αλ ηα  

     ελδερφκελα «έρεη πάξεη ζηεγαζηηθφ» θαη «έρεη πάξεη θαηαλαισηηθφ» είλαη αζπκβίβαζηα. 

                                                                                                                                            Μνλάδεο 15 

β). Αλ επηπιένλ ε πηζαλφηεηα λα έρεη πάξεη κφλν ζηεγαζηηθφ είλαη 0,6 λα βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο  

     ησλ ελδερνκέλσλ: 

     i).  «έρεη πάξεη θαηαλαισηηθφ». 

     ii). «έρεη πάξεη κφλν θαηαλαισηηθφ».                                                                            Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Ολνκάδνπκε :  

     Α : «Ο πειάηεο έρεη πάξεη ζηεγαζηηθφ δάλεην».  

     Β : «Ο πειάηεο έρεη πάξεη θαηαλαισηηθφ δάλεην».  

     Δίλαη P((A  B) (B  A)) = 0,7 θαη P((A B) ) = 0,1.    

     P((A B) ) = 0,1  1  P (Α B) = 0,1  P(A B) = 0,9    (1)  

     P((A  B) (B  A)) = 0,7  P(A) + P(B)  2 P(A B) = 0,7   

      P(A) + P(B)  P(A B)  P(A B) = 0,7  P(A B)  P(A B) = 0,7    

      0,9  P(A B) = 0,7  P(A B) = 0,2   (2)  Άξα A B   , δειαδή  

     ηα ελδερφκελα Α θαη Β δελ είλαη αζπκβίβαζηα.  

 

β). Α  Β : «Ο πειάηεο έρεη πάξεη κφλν ζηεγαζηηθφ δάλεην».   

     Β  Α : «Ο πειάηεο έρεη πάξεη κφλν θαηαλαισηηθφ δάλεην».   

     Δίλαη P(A  B) = 0,6.  

     P((A  B) (B  A)) = P(A  B) + P(B  A)  0,7 = 0,6 + P (B  A))  P(B  A) = 0,1.   

     P(B  A) = P(B)  P(A B)  0,1 = P (B)  0,2  P(B) = 0,3.   

     Άξα i). P(B) = 0,3   θαη   ii). P(B  A) = 0,1.  

 

ΘΔΜΑ 4 

Οη απνπζίεο ησλ καζεηψλ ηεο Γ  ηάμεο ελφο Δληαίνπ Λπθείνπ θαηά ηνπο κήλεο Ηαλνπάξην  

Φεβξνπάξην  Μάξηην -Απξίιην ηνπ έηνπο 2006 έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε ηέζζεξηο θιάζεηο ίζνπ 

πιάηνπο θαη εκθαλίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ: 

Απνπζίεο καζεηψλ Κέληξν θιάζεο    xi ΢ρεηηθή ζπρλφηεηα fi 

[. . . , . . . ) . . . 0,1 

[. . . , 7 ) . . . . . . 

[. . . , . . . ) . . . 0,3 

[. . . , . . . ) 10 . . . 

΢χλνιν  1 
 

Αλ επηπιένλ δίλεηαη φηη ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα ηεο 4
εο

 θιάζεο f4 είλαη δηπιάζηα ηεο ζρεηηθήο 

ζπρλφηεηαο ηεο 2
εο

 θιάζεο f2, ηφηε: 

α). Να απνδείμεηε φηη ην πιάηνο c ησλ θιάζεσλ ηζνχηαη κε 2.                                          Μνλάδεο 10 

β). Να κεηαθέξεηε ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ ζην ηεηξάδηφ ζαο θαη λα  

     ζπκπιεξψζεηε ηα θελά, αθνχ ππνινγίζεηε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο.                                 Μνλάδεο 5 

γ). i). Να βξείηε ηε κέζε ηηκή x .                                                                                          Μνλάδεο 4  

     ii).Να βξείηε ηελ ηππηθή απφθιηζε s.                                                                              Μνλάδεο 6 
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Γίλεηαη ν ηχπνο:  S
2
 = 

2

12

1

1

k

i ik
i

i i

i

x

x .  

ΛΤ΢Ζ 

α). Ζ 3
ε
 θιάζε είλαη [7, 7 + c) θαη ε 4

ε
 θιάζε είλαη [7 + c, 7 + 2 c).  

Γηα ηελ ηέηαξηε θιάζε έρνπκε : ρ4 = 
7 7 2

2

c c
  

14 3

2

c
  14 + 3 c = 20  c = 2. 

 

β). Αλ f2 = x ηφηε f4 = 2 x.  f1 + f2 + f3 + f4 = 1 

 0,1 + x + 0,3 + 2 x = 1  3 x = 0,6  x = 

0,2.   

Άξα f2 = 0,2 θαη f4 = 0,4. 

 

Απνπζίεο xi fi xi fi 

[3 , 5) 4 0,1 0,4 

[5 , 7) 6 0,2 1,2 

[7 , 9) 8 0,3 2,4 

[9 , 11) 10 0,4 4 

΢χλνια - 1 8 
 

 

γ). i). i ix x f  = 8.  

ii). α ηξφπνο  

Απνπζίεο xi fi xi fi xi
2

fi 

[3 , 5) 4 0,1 0,4 1,6 

[5 , 7) 6 0,2 1,2 7,2 

[7 , 9) 8 0,3 2,4 19,2 

[9 , 11) 10 0,4 4 40 

΢χλνια - 1 8 68 

S
2
 = 

2

12

1

1

k

i ik
i

i i

i

x

x  = 
2

2

1

1 k

i i

i

x x  = 
2

2

1

k
i

i

i

x x = 
22

1

k

i i

i

x f x    

 S
2
 = 68  8

2
 = 68  64 = 4  S = 2 4S  = 2.  

 

Β ηξφπνο  

    

Απνπζίεο xi fi xi fi xi  x  (xi  x )
2
 (xi  x )

2
fi 

[3 , 5) 4 0,1 0,4 -4 16 1,6 

[5 , 7) 6 0,2 1,2 -2 4 0,8 

[7 , 9) 8 0,3 2,4 0 0 0 

[9 , 11) 10 0,4 4 2 4 1,6 

΢χλνια - 1 8 - - 4 

 

S
2
 = 

2

1

1 k

i i

i

x x   S
2
 = 

2

1

k
i

i

i

x x   
2

1

k

i i

i

x x f   S
2
 = 4, άξα S = 2S  = 2.  
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢  ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΡΗΣΖ 22 ΜΑΪΟΤ 2007  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Να  απνδεηρζεί φηη γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ηζρχεη  

      Ρ(Α  Β) = Ρ(Α)  Ρ(Α Β).                                                                                          Μνλάδεο 8 

B). α). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f ιέκε φηη είλαη παξαγσγίζηκε ζην ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο; 

                                                                                                                                             Μνλάδεο 4 

      β). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηεο δηακέζνπ (δ) ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ, φηαλ ν λ είλαη  

            άξηηνο αξηζκφο.                                                                                                         Μνλάδεο 3 

Γ1). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

       γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,   

       αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

       α). ΢ηελ πεξίπησζε ησλ πνζνηηθψλ κεηαβιεηψλ, νη αζξνηζηηθέο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο Fi  

            εθθξάδνπλ ην πνζνζηφ ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο ηεο ηηκήο xi. 

Μνλάδεο 2 

       β). Αλ f, g είλαη δχν παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο, ηφηε γηα ηελ παξάγσγν ηεο ζχλζεηεο  

            ζπλάξηεζεο ηζρχεη: (f(g(x)))  = f(g(x)) g (x) .                                                          Μνλάδεο 2 

       γ). Αλ γηα κηα ζπλάξηεζε f ηζρχνπλ f (x0) = 0 γηα x0  (α, β), f (x)> 0  ζην (α, x0) θαη  

             f (x) < 0 ζην (x0, β), ηφηε ε f παξνπζηάδεη ζην δηάζηεκα (α, β) γηα x = x0 ειάρηζην. 

                                                                                                                                               Μνλάδεο 2 

Γ2). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηηο παξαγψγνπο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

        f1(x) = x
λ
,             φπνπ λ θπζηθφο 

        f2(x) = lnx , φπνπ x > 0 

        f3(x) = x , φπνπ x > 0 

        f4(x) = ζπλx, φπνπ x πξαγκαηηθφο.                                                                        Μνλάδεο 4 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία : ΢ρνιηθφ βηβιίν ζει. 152.  

Β).α). Όηαλ ππάξρεη ην 
0 0

0
lim
h

f x h f x

h
 θαη είλαη πξαγκαηηθφο αξηζκφο (΢ει. 22).  

     β). Θεσξία : ΢ρνιηθφ βηβιίν ζει. 87.  

Γ1). α . ΢       β  ΢        γ  Λ.  

 

Γ2). f1(x) = x
λ
  f1 (x) = λ x

λ 1
,                f2(x) = lnx  f2 (x) = 

1

x
    

       f3(x) = x   f3 (x) = 
1

2 x
              f4 (x) = ζπλx  f4 (x) = εκx.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν f(x) = x e
x 
+ 3, φπνπ x πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

α). Να απνδείμεηε φηη f (x) = f(x) + e
x
  3.                                                                        Μνλάδεο 10 

β). Να βξεζεί ην 
20

'
lim

x

x

f x e

x x
.                                                                                        Μνλάδεο 15 

ΛΤ΢Ζ 
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α). Αf = R. Ζ ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, σο άζξνηζκα παξ/κσλ ζπλαξηήζεσλ κε : 

      f (x) = (x e
x
 + 3)  = (x) e

x
  + x (e

x
)  + (3)  = e

x
 + x e

x
 + 0 = e

x
 + x e

x
     (1) 

      Δίλαη f(x) = x e
x
 + 3  x e

x
 = f (x)  3   (2) 

     Ζ (1) κε βάζε ηελ (2) γξάθεηαη : f (x) = e
x
 + f(x) – 3  f (x) = f(x) + e

x
 – 3.  

 

β). Έρνπκε : 
20

'
lim

x

x

f x e

x x
 = 

20 0 0
lim lim lim 1

1 1

x x x x x

x x x

e x e e x e e

x x x x x
.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = { 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}   γηα   ηνλ νπνίν ηζρχεη  

Ρ( 1) = Ρ(0) = Ρ(1) = Ρ(2) = 2 Ρ(3) = 2 Ρ(4) = 2 Ρ(5). Οξίδνπκε ηα ελδερφκελα ηνπ Ω: 

A = {1, 3, x
2
  x  3}, B = {2, x + 1, 2 x

2
 + x  2, 2 x + 1 }, φπνπ x έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

α). Να βξεζνχλ νη πηζαλφηεηεο ησλ απιψλ ελδερνκέλσλ ηνπ Ω, δειαδή νη Ρ( 1), Ρ(0), Ρ(1), Ρ(2),  

     Ρ(3), Ρ(4), Ρ(5).                                                                                                                Μνλάδεο 7 

β). Να βξεζεί ε κνλαδηθή ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ηζρχεη A B = { 1, 3}.                        Μνλάδεο 8 

γ). Γηα x = 1 λα δεηρζεί φηη: P(A) = 
5

11
,  P(B) = 

7

11
,  P(A B) = 

3

11
.  

     θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγηζηνχλ νη πηζαλφηεηεο Ρ(Α  Β) θαη Ρ(Α Β ).                 Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Έζησ Ρ( 1) = Ρ(0) = Ρ(1) = Ρ(2) = 2 Ρ(3) = 2 Ρ(4) = 2 Ρ(5) = θ    (1) 

Δίλαη  Ρ( 1) + Ρ(0) + Ρ(1) + Ρ(2) + Ρ(3) + Ρ(4) + Ρ(5) = 1  θ + θ + θ + θ + 
2 2 2

 = 1   

 4θ + 
3

2
 = 1  8θ + 3θ = 2  11θ = 2  θ = 

2

11
.  

Άξα Ρ( 1) = Ρ(0) = Ρ(1) = Ρ(2) = 
2

11
 θαη  Ρ(3) = Ρ(4) = Ρ(5) = 

1

11
.  

 

β). Γηα λα είλαη Α Β = { 1, 3} πξέπεη ην 1 λα είλαη ζηνηρείν ηνπ Α δει. πξέπεη  

x
2
 – x – 3 = 1  x

2
  x  2 = 0  {x = 1 ή x = 2}.   

 Γηα x = 1, είλαη Β = {2, 0, −1, 3} θαη Α Β = {−1, 3 }.  

Γηα x = 2 είλαη Β={2, 3, 8, 3} αδχλαην, δηφηη ην Β δελ είλαη ελδερφκελν ηνπ Ω. Άξα x = 1.  

 

γ). Γηα x = 1 είλαη Α = {1, 3, −1} θαη Β= {2, 0, −1, 3 }.  

άξα Ρ(Α) = Ρ(1) + Ρ(3) + Ρ( 1) = 
2 1 2 5

11 11 11 11
.   

θαη Ρ(Β) = Ρ(2) + Ρ(0) + Ρ( 1) + Ρ(3) = 
2 2 2 1 7

11 11 11 11 11
.  

Δπηπιένλ Α Β = {−1, 3 }, άξα Ρ(Α Β) = Ρ( 1) + Ρ(3) = 
2 1 3

11 11 11
.   

Δίλαη : Ρ(A B) = Ρ(Α)  Ρ(Α  Β) = 
5 3 2

11 11 11
.  

Δίλαη Ρ(Α Β ) = Ρ[(Β  Α) ]  = 1  Ρ(Β  Α) = 1  [Ρ(Β)  Ρ(Β Α)] = 
7 3 4 7

1 1
11 11 11 11

.  

 

 



1
ο
 ΓΕΝΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ ΠΤΟΛΕΜΑΪΔΑΣ  

ΘΕΜΑΤΑ ΚΑΙ ΛΥΣΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΦΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  

Επιμέλεια Θεμάτων Πολστρονιάδης Νικόλαος         [49] 

 

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Θεσξνχκε δχν δείγκαηα Α θαη Β κε παξαηεξήζεηο: 

Γείγκα Α: 12, 18, t3, t4, ... , t25   

Γείγκα B: 16, 14, t3, t4, ... , t25. 

Γίλεηαη φηη t3  + t4 +      + t25 = 345. 

α). Να απνδείμεηε φηη νη κέζεο ηηκέο x  θαη x  ησλ δχν δεηγκάησλ Α θαη Β αληίζηνηρα είλαη  

      x  = x  = 15.                                                                                                                Μνλάδεο 7 

β). Αλ SΑ
2
 είλαη ε δηαθχκαλζε ηνπ δείγκαηνο Α θαη SB

2
 είλαη ε δηαθχκαλζε ηνπ δείγκαηνο Β, λα      

      απνδείμεηε φηη  : SΑ
2
  SΒ

2
 = 

16

25
.                                                                                   Μνλάδεο 8 

γ). Αλ ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ηνπ δείγκαηνο Α είλαη ίζνο κε  CVΑ = 
1

15
, λα βξείηε ηνλ  

      ζπληειεζηή κεηαβνιήο  CVΒ ηνπ δείγκαηνο Β.                                                            Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Ηζρχεη : 1 3 4 2512 18 30 345 375
15

25 25 25

i

i

t
t t t

x


.  

     Όκνηα : 1 3 4 2516 14 30 345 375
15

25 25 25

i

i

t
t t t

x


.  

 

β). Ηζρχεη : 

2
25

25
12 2

1

1
i

i

i

i

t

S t  = 

2
25

25
12

1

1

25 25

i

i

i

i

t

t  = 

2
2525

2

11

2

ii
ii

tt

 =  

     = 

2
25 25

2

1 1

i i

i i

t t

 = 
2

2x x     (1). Όκνηα SB
2
 = 

2
2x x .  

Έρνπκε : SA
2
  SB

2
 = 

2 2
2 2x x x x  = 

2 2
2 2x x x x  = 2 2x x  =  

 = 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 4 25 3 4 2512 18 16 14

25 25

t t t t t t 
 = 

2 2 2 212 18 16 14

25
 = 

16

25
.  

 

γ). Δίλαη  CV = 
1

15
  

1

15

S

x
  

1

15 15

S
  SA = 1.  

Απφ β) εξψηεκα είλαη SA
2
  SB

2
 = 

16

25
  1

2
  SB

2
 = 

16

25
  SB

2
 = 

9

25
  SB = 

3

5
       (αθνχ SB > 0) 
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Άξα CVB = 

3

3 15
15 5 15 25

1

S

x
.  

ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΠΑΡΑ΢ΚΔΤΖ 29 ΗΟΤΝΗΟΤ 2007 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ 1 

A). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = x είλαη f (x) = 1.                   Μνλάδεο 8 

Β). α). Να δψζεηε ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο ελφο ελδερνκέλνπ Α θάπνηνπ δεηγκαηηθνχ  

           ρψξνπ Ω.                                                                                                                    Μνλάδεο 4 

      β). Να δψζεηε ηηο αξηζκεηηθέο ηηκέο ησλ παξαθάησ πηζαλνηήησλ: 

            i). Ρ(Ω) ii). Ρ( ).                                                                                            Μνλάδεο 3 

 

Γ1). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

        ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα, ην νπνίν αληηζηνηρεί ζηελ θάζε πξφηαζε. 

        α). Έζησ φηη έρνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο λ θαη φηη fi, i = 1, 2, …, θ, είλαη νη αληίζηνηρεο  

             ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο ησλ ηηκψλ xi κηαο κεηαβιεηήο. Αλ αi είλαη ην αληίζηνηρν ηφμν ελφο  

              θπθιηθνχ ηκήκαηνο ζην θπθιηθφ δηάγξακκα ζπρλνηήησλ, ηφηε: 

              αi = 360 fi,  γηα  i = 1, 2, … , θ..                                                                              Μνλάδεο 2 

 

        β). Αλ f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο κε g(x)  0, ηφηε ηζρχεη   

             

'

2

' 'f x f x g x f x g x

g x g x
.                                                                  Μνλάδεο 2 

        γ). Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα ∆ θαη ηζρχεη f (x) > 0, γηα θάζε  

             εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ ∆, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην ∆.                          Μνλάδεο 2 

 

Γ2). Να γξάςεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηηο παξαγψγνπο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

        f1 (x) = e
x
 , φπνπ x πξαγκαηηθφο. 

        f2(x) = 
1

x
, φπνπ x  0. 

        f3(x) = εκx, φπνπ x πξαγκαηηθφο. 

        f4(x) = c, φπνπ x πξαγκαηηθφο θαη c ζηαζεξά.                                                              Μνλάδεο 4 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία  

Β). α). Θεσξία       β). i). 1,    ii). 0.  

Γ1). α). ΢Ω΢ΣΟ     β). ΢Ω΢ΣΟ       γ). ΢Ω΢ΣΟ.   

Γ2). f1 (x) = e
x
,    f2 (x) = 

2

1

x
 ,   f3 (x) = ζπλx,   f4 (x) = 0. 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν f(x) = 
2 1

x

x x
 

α). Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο f(x).                                                         Μνλάδεο 5  

β). Να βξεζεί ην φξην 
1

lim
x

f x .                                                                                          Μνλάδεο 8 

γ). Να εμεηαζζεί ε ζπλάξηεζε f(x) σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη λα βξεζνχλ ηα αθξφηαηά ηεο. 
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                                                                                                                                            Μνλάδεο 12 

ΛΤ΢Ζ 

α). Πξέπεη x
2
  x + 1  0, (ηζρχεη γηα θάζε x  R, δηφηη Γ = 8 < 0). Άξα x  R.  

β). 
21 1

1
lim lim

1 3x x

x
f x

x x
.  

γ). f (x) = 

2 2' 2

2 22 2 2

' 1 1 ' 1

1 1 1

x x x x x xx x

x x x x x x
.  

f (x) = 0  1  x
2
 = 0  { x = 1  ή  x =  1}.  

H f είλαη γλ. θζίλνπζα ζηα ( , 1] θαη [1 , + ), ελψ είλαη γλ. αχμνπζα ζην [ 1, 1].  

ηνπ. ειάρηζην f( 1) =  
2

1 1

31 1 1
   θαη  ηνπ. κέγηζην f(1) = 

2

1

1 1 1
 = 1.  

  

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = {1, 2, 3, 4, 5}. Θεσξνχκε ηα ελδερφκελα Α, Β ηνπ Ω ηα νπνία 

νξίδνληαη σο εμήο: 

Α = {x  Ω / 0  ln(x  1) < ln3 }, 

B = {x  Ω/ (x
2
  5x) (x  1) = 6 (x  1)}. 

α). Να βξεζνχλ νη πηζαλφηεηεο Ρ(Α  Β) θαη Ρ(Β Α ).                                                       Μνλάδεο 8 

β). Αλ Ρ(Α) = 
1

4
, λα ππνινγηζηεί ε πηζαλφηεηα Ρ(Α Β ). ΄                                               Μνλάδεο 7 

γ). Αλ Ρ(Α) = 
1

4
 θαη Ρ(Β  Α) = 

1

8
, λα βξεζεί ε κηθξφηεξε θαη ε κεγαιχηεξε ηηκή ηεο πηζαλφηεηαο  

      Ρ(X), φπνπ Υ είλαη ελδερφκελν ηνπ Ω ηέηνην ψζηε Α Υ = Β.                                    Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α).  0 ≤ ln(x  1) < ln3  ln1 ≤ ln(x  1) < ln3  θαη επεηδή ε ζπλάξηεζε g, κε g (x) = lnx είλαη 

γλεζίσο αχμνπζα 1 ≤ x  1 < 3  2 ≤ x < 4, άξα Α = {2 , 3}.   

 (x
2
  5 x) (x  1) = 6.(x  1)  (x

2
  5 x) (x  1) + 6 (x  1) = 0   

 (x  1).(x
2
  5 x + 6) = 0  { x  1 = 0 ή  x

2
  5 x + 6 = 0 }  {x = 1 ή x = 2 ή x = 3 },  

άξα Β = {1, 2, 3}.   

 

 Δίλαη Α  Β, άξα Α  Β =  θαη Ρ(Α  Β) = 0.   

 Δίλαη Α  = {1, 4, 5} άξα Β  Α  = Ω θαη Ρ(Β Α ) = 1.   

 

β). Δίλαη Α  = {1, 4, 5}, Β  = {4, 5}, άξα Α Β  = Α  θαη  Ρ(Α Β ) = Ρ(Α ) = 1  Ρ (Α) = 1  
1

4
  

 P(A Β ) = 
3

4
.   

 

γ). Δίλαη Α Υ = Β, άξα Υ = {1} = Υ1 ή  Υ = {1 , 2} = Υ2 ή  Υ = {1 , 3} = Υ3 ή  Υ = {1 , 2 , 3} = Β  

 Δίλαη Υ1  Υ2, Υ1  Υ3 θαη Υ1  Β, άξα minP(X) = P (X1) = P (1) = P (B  Α) = 
1

8
. 

 Δπίζεο Υ1  Β , Υ2  Β θαη Υ3  Β,  

άξα maxP(X) = P(B) = P(A) + P(B  Α) = 
1 1 3

4 8 8
.  
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ΘΔΜΑ 4 

Έζησ x1, x2, ..., x11 έλα δείγκα κε παξαηεξήζεηο: 7, 5, α, 2, 5, β, 8, 6, γ, 5, 3, φπνπ α, β, γ θπζηθνί 

αξηζκνί κε α < β < γ. Γίλεηαη φηη ε κέζε ηηκή, ε δηάκεζνο θαη ην εχξνο ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη  

x  = 6, δ = 6 θαη R = 8 αληίζηνηρα. 

α). Να βξεζνχλ νη ηηκέο ησλ α, β, γ, έηζη ψζηε λα ηζρχεη α
2 
+  β

2
 + γ

2
 = 217.                     Μνλάδεο 8 

β). Γηα ηηο ηηκέο ησλ α, β, γ, πνπ βξέζεθαλ ζην πξνεγνχκελν εξψηεκα, λα δεηρζεί φηη ε ηππηθή 

     απφθιηζε  ηνπ  δείγκαηνο είλαη  ίζε  κε sx = 
58

11
 θαη λα εμεηαζζεί αλ ην δείγκα είλαη  

     νκνηνγελέο.                                                                                                                      Μνλάδεο 8 

 

γ). Έζησ y1, y2, …,y11 νη παξαηεξήζεηο πνπ πξνθχπηνπλ αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηηο x1, x2, …, x11  

     επί κηα ζεηηθή ζηαζεξά c1 θαη ζηε ζπλέρεηα πξνζζέζνπκε κηα ζηαζεξά c2. Aλ y  = 9 θαη sy = 2 sx,  

      λα βξεζνχλ νη ηηκέο ησλ ζηαζεξψλ c1 θαη c2.                                                                 Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

α). Αθνχ λ = 11 θαη δ = 6, ηφηε αλ γξάςνπκε ηηο παξαηεξήζεηο κε αχμνπζα ζεηξά, 5 παξαηεξήζεηο 

είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο ηνπ 6.  

Έρνπκε φηη νη παξαηεξήζεηο 2 , 3 , 5 , 5 , 5 είλαη κηθξφηεξεο ηνπ 6, άξα νη παξαηεξήζεηο α , β , γ 

είλαη κεγαιχηεξεο ή ίζεο ηνπ 6. Δπνκέλσο 6 ≤ α < β < γ.  

R = 8 άξα* γ  2 = 8  γ = 10.   

* Ζ κεγαιχηεξε ηηκή είλαη ην γ θαη φρη ην 8 δηφηη αλ ήηαλ ην 8, ηφηε R = 6.  

it
x   6 = 

41

11
  41 + α + β + 10 = 66  11 α = 15  β       (1)  

α
2
 + β

2
 + γ

2
 = 217  (15  β)

2
 + β

2
 + 100 = 217  225  30 β + β

2
 + β

2
 + 100  217 = 0   

 2 β
2
  30 β + 108 = 0  β

2
  15 β + 54 = 0  { β = 9 ή  β = 6 }  β = 9.  

(απνξξίπηεηαη δηφηη 6 α < β < γ = 10) Άξα β = 9 θαη απφ ηελ (1)  α = 6.   

 

β). Γηα α = 6 , β = 9 θαη γ = 10 νη παξαηεξήζεηο είλαη : 2, 3, 5, 5, 5, 6, 6, 7, 8, 9, 10  

Sx
2
 = 

2 2 2 2 2 2 2 2
2 6 3 6 5 6 2 6 6 7 6 8 6 9 6 10 6

11
 =  

       = 
16 9 3 0 1 4 9 16 58

11 11
, άξα Sx = 

58

11
 θαη   

CVρ = 

58

11

6

xS

x
  CVρ

2
 = 

58
29 111

36 198 100
. Άξα CVx > 

1

10
.  

Δπνκέλσο .ην δείγκα δελ είλαη νκνηνγελέο  

 

γ). Απφ εθαξκνγή ζρνιηθνχ βηβιίνπ έρνπκε   

 1 2y c x c   9 = 6 c1 + c2    (2)  

 Sy = c1 Sx   2 Sx = c1 Sx  c1 = 2.   

(2)  9 = 12 + c2  c2 = 3.  
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ ΣΑΞΖ΢ ΖΜΔΡΖ΢ΗΟΤ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ ΠΔΜΠΣΖ 

22 ΜΑΪΟΤ 2008 ΔΞΔΣΑΕΟΜΔΝΟ ΜΑΘΖΜΑ: ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ 

΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ ΓΔΝΗΚΖ΢ ΠΑΗΓΔΗΑ΢  

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ζηαζεξήο ζπλάξηεζεο f(x) = c (φπνπ x πξαγκαηηθφο  

      αξηζκφο) είλαη ίζε κε 0, δειαδή (c)  =  0.                                                                       Μνλάδεο 8 

 

Β).Πψο νξίδεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ή ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο κηαο κεηαβιεηήο X,  

     αλ x  > 0 θαη πψο, αλ x  < 0 ;                                                                                           Μνλάδεο 7 

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ Α, Β είλαη δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, ηφηε ν ηχπνο  

           Ρ(Α Β ) = Ρ(Α ) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β), ηζρχεη κφλνλ φηαλ ηα απιά ελδερφκελα ηνπ δεηγκαηηθνχ  

           ρψξνπ Ω είλαη ηζνπίζαλα.                                                                                          Μνλάδεο 2 

      β). Ζ δηάκεζνο δ ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ t1, t2,    , tλ είλαη πάληνηε κία απφ ηηο  

           παξαηεξήζεηο απηέο.                                                                                                  Μνλάδεο 2 

      γ). Αλ x > 0, ηφηε  
' 1

2
x

x
.                                                                                  Μνλάδεο 2 

      δ). Αλ x0 είλαη έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο ηφηε  
0

lim
x x

εκx = εκx0.                                  Μνλάδεο 2 

       ε). ΢ην ηζηφγξακκα ζπρλνηήησλ νκαδνπνηεκέλσλ δεδνκέλσλ, ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ   

            νξίδεηαη απφ ην πνιχγσλν ζπρλνηήησλ θαη ηνλ νξηδφληην άμνλα είλαη ίζν κε ην κέγεζνο ηνπ  

            δείγκαηνο.                                                                                                                 Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Θεσξία: ζει. 28 ζρνιηθφ βηβιίν. 

Β). Θεσξία: ζει. 96 ζρνιηθφ βηβιίν  

Γ).  α. Λάζνο   β. Λάζνο         γ. ΢σζηφ         δ. ΢σζηφ         ε. ΢σζηφ 

 

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηχπν f(x) = 
1

x

x

e
, φπνπ x πξαγκαηηθφο αξηζκφο.  

α). Να ππνινγίζεηε ην φξην 
21

lim
1

x

x

e f x

x
.                                                                           Μνλάδεο 7 

β). Να απνδείμεηε φηη e
x

f (x) = 2  x.                                                                                 Μνλάδεο 9 

γ). Να βξείηε ηα αθξφηαηα ηεο ζπλάξηεζεο f(x).                                                                 Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

α). Δίλαη 
2 2 2

1

( ) 1 1 1

1 1 1 ( 1)( 1) 1

x
x x

x
e

e f x x xe

x x x x x x
. Έηζη 

21 1

( ) 1 1
lim lim

1 1 2

x

x x

e f x

x x
.  
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β). 

'

2

1 ' ( 1)( ) '1
( )  

x x

x x

x e x ex
f x

e e
 = 2 2

1 1( 1)
xx x

x x

e xe x e

e e
 =  

          = 
1 1 2

x x

x x

e e
.  Άξα  

2
'( ) 2x x

x

x
e f x e x

e
.  

γ). έρνπκε : f (x) = 0  
2

0
x

x

e
  2  x = 0  x = 2.  

f (x) > 0  
2

0
x

x

e
  2  x > 0  x < 2 Γειαδή έρνπκε ηνλ επφκελν πίλαθα κεηαβνιψλ :  

x -                            2                          +  

f (x) + - 

f(x) 
 

 

Άξα ε f παξνπζηάδεη νιηθφ κέγηζην γηα x = 2, ην 
2

1
(2)f

e
.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Γηα δχν ηχπνπο κπαηαξηψλ Α θαη Β επηιέρζεθαλ δχν δείγκαηα κεγέζνπο 5 ην 

θαζέλα. Οη ρξφλνη δσήο ησλ κπαηαξηψλ γηα ην θάζε δείγκα (ζε ρηιηάδεο ψξεο) 

δίλνληαη ζηνλ επφκελν πίλαθα: 

α). Να βξείηε ηε κέζε δηάξθεηα δσήο κηαο κπαηαξίαο ηχπνπ Α θαη κηαο  

      κπαηαξίαο ηχπνπ Β.                                                                    Μνλάδεο 5 

Α Β 

20 26 

26 32 

24 19 

22 20 

18 23 
 

β). Αλ κηα κπαηαξία ηχπνπ Α ζηνηρίδεη 38 επξψ θαη κηα κπαηαξία ηχπνπ Β ζηνηρίδεη 40 επξψ, πνηνλ  

     ηχπν κπαηαξίαο ζπκθέξεη λα αγνξάζεηε; (Να αηηηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο).       Μνλάδεο 5 

γ). Να βξείηε ηηο ηππηθέο απνθιίζεηο SΑ θαη SΒ ηεο δηάξθεηαο δσήο ησλ δχν ηχπσλ κπαηαξηψλ. 

                                                                                                                                               Μνλάδεο 7 

δ). Να βξείηε πνηνο απφ ηνπο δχν ηχπνπο κπαηαξηψλ Α θαη Β παξνπζηάδεη ηε κεγαιχηεξε  

     νκνηνγέλεηα σο πξνο ηε δηάξθεηα δσήο ηνπ. 

     Γίλεηαη φηη 11  = 3,3.                                                                                                     Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

Α). 
20 26 24 22 18 110

22
5 5

x  x  = 22 

      Β

26 32 19 20 23 120
24

5 5
x   x  = 24.  

Β). Καηά κέζν φξν κηα κπαηαξία ηχπνπ Α ζηνηρίδεη 
38 19

22 11
επξψ / ρίιηεο ψξεο, ελψ κηα κπαηαξία 

ηχπνπ Β ζηνηρίδεη 
40 5

24 3
επξψ / ρίιηεο ψξεο.  

Δπεηδή 
5 19

3 11
ζπκθέξεη λα αγνξαζζεί κπαηαξία ηχπνπ Β. 

Γ).  

2 2 2 2 2
2 (20 22) (26 22) (24 22) (22 22) (18 22)

5
s  =  
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       = 
2 2 2 22 4 2 0 4

5
  = 

4 16 4 16 40
8

5 5
.    8 2 2s .  

      

2 2 2 2 2
2 (26 24) (32 24) (19 24) (20 24) (23 24)

5
S   

       
2 2 2 2 22 8 5 4 1

5
  = 

4 16 4 16 40
8

5 5
.  22 2 11s .  

Γ). 
2 2 2

22 11

S
CV

x
                    

2 11

24

S
CV

x
  

Δίλαη CVB > CVA δηφηη 
2 11 2 11 1

11 11 24
24 11 24 11

, πνπ ηζρχεη επεηδή 

11 3,3 θαη 11 3,3 24 36,3 24 . Άξα ην δείγκα Α παξνπζηάδεη κεγαιχηεξε νκνηνγέλεηα. 

 

ΘΔΜΑ 4 

Σν 50 % ησλ θαηνίθσλ κηαο πφιεο δηαβάδνπλ ηελ εθεκεξίδα α, ελψ ην 30 % ησλ θαηνίθσλ  

δηαβάδνπλ ηελ εθεκεξίδα α θαη δελ δηαβάδνπλ ηελ εθεκεξίδα β. 

α). Πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα έλαο θάηνηθνο ηεο πφιεο, πνπ επηιέγεηαη ηπραία, λα κε δηαβάδεη ηελ  

     εθεκεξίδα α ή λα δηαβάδεη ηελ εθεκεξίδα β;                                                                  Μνλάδεο 7 

β). Οξίδνπκε ην ελδερφκελν  

      Β: «έλαο θάηνηθνο ηεο πφιεο πνπ επηιέγεηαη ηπραία, δηαβάδεη ηελ εθεκεξίδα β».  

      Να απνδείμεηε φηη :  
1

5
 < Ρ(Β) < 

7

10
.                                                                             Μνλάδεο 9 

γ). Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε κε ηχπν f(x) = x
3
  

1

2
x

2
 + Ρ(Β) x, φπνπ x πξαγκαηηθφο αξηζκφο θαη  

     Β ην ελδερφκελν πνπ νξίζηεθε ζην πξνεγνχκελν εξψηεκα. Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f(x)  

     δελ έρεη αθξφηαηα.                                                                                                           Μνλάδεο 9 

ΛΤ΢Ζ 

Οξίδνπκε ηα ελδερφκελα      

Α : «έλαο θάηνηθνο ηεο πφιεο πνπ επηιέγεηαη ηπραία, δηαβάδεη ηελ εθεκεξίδα α». 

Β : «έλαο θάηνηθνο ηεο πφιεο πνπ επηιέγεηαη ηπραία, δηαβάδεη ηελ εθεκεξίδα β». 

Απφ ηα δεδνκέλα ηεο άζθεζεο έρνπκε :  Ρ(Α) = 0, 5  θαη Ρ(Α Β ) = 0,3.   

Ρ(Α Β ) = 0 ,3  Ρ(Α  Β) = 0,3  Ρ(Α)  Ρ(Α Β) = 0,3  0,5  Ρ(Α Β) = 0,3  

 Ρ(Α Β) = 0,2 = 
1

5
 

Α). Ρ(Β Α ) = Ρ(Β) + Ρ(Α )  Ρ(Β Α ) = Ρ(Β) + 1  Ρ(Α)  Ρ(Β  Α) =  

                     = Ρ(Β) + 1  Ρ(Α)  [Ρ(Β)  Ρ(Β Α)] =  Ρ(Β) + 1  Ρ(Α)  Ρ(Β) + Ρ(Β Α) =  

          = 1  Ρ(Α) + Ρ(Β Α) = 1  0,5 + 0,2 = 0,7.  Άξα Ρ(Α Β) = 0, 7 = 
7

10
.  

Β). ηζρχεη : Α Β  Β  άξα Ρ(Α Β) ≤ Ρ(Β)  
1

5
 ≤ Ρ(Β).    

Αθφκα ηζρχεη : Β  Α Β  άξα Ρ(Β) ≤ Ρ(Α Β)  Ρ(Β) ≤ 
7

10
. 

Γ). f(x) = 3 x
2
  x + P(Β). έρνπκε : Γ = 1  12 Ρ(Β) θαη  απφ ην Β εξψηεκα ηζρχεη 

      Ρ(Β) ≥ 
1

5
 > 

1

12
    Ρ(β) >  

1

12
  12 Ρ(Β) > 1  1  12 Ρ(Β) < 0  Γ < 0.  
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Ζ f (x) δηαηεξεί ζηαζεξφ πξφζεκν θαη f (x) > 0, γηα θάζε x  R. 

Ζ ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ επνκέλσο δελ 

παξνπζηάδεη αθξφηαηα. 

 

ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΡΗΣΖ 1 ΗΟΤΛΗΟΤ 2008 ΜΑΘΖΜΑ: ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢  

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Έζησ f, g δχν παξαγσγίζηκεο ζπλαξηήζεηο ζην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ.  

      Να απνδείμεηε φηη : [f(x) + g(x)]  = f (x) + g (x).                                                         Μνλάδεο 9 

 

Β). α). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο ησλ παξαηεξήζεσλ t1, t2, ..., tλ κηαο κεηαβιεηήο X. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 3 

      β). Πφηε δχν ελδερφκελα Α θαη Β ιέγνληαη αζπκβίβαζηα ;                                           Μνλάδεο 3 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ   

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε.  

      α). Γεληθά δερφκαζηε φηη έλα δείγκα ηηκψλ κηαο κεηαβιεηήο είλαη νκνηνγελέο, εάλ ν   

           ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ηνπ δείγκαηνο δελ μεπεξλά ην 10 %.                                  Μνλάδεο 2 

      β). Υαξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα κηαο ζπλερνχο ζπλάξηεζεο ζε έλα θιεηζηφ δηάζηεκα είλαη φηη ε  

           γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη κηα ζπλερήο θακπχιε. 

      γ). Αλ ε ζπλάξηεζε f έρεη ζην x0 φξην έλαλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ L1, δειαδή αλ 
0

lim
x x

f(x) = L1,        

            ηφηε 
0

lim
x x

[f(x)]
λ
 = L1

2
.  (λ ζεηηθφο αθέξαηνο).                                                           Μνλάδεο 2 

       δ). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ηζρχεη f (x) < 0 γηα θάζε  

             εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην Γ.                           Μνλάδεο 2 

       ε). Σν δηάγξακκα ζπρλνηήησλ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ κηαο  

            πνηνηηθήο κεηαβιεηήο.                                                                                              Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

A). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 31.   

Β). α). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 93.       β). ΢ρνιηθφ βηβιίν ζειίδα 142  

Γ). α). ΢σζηφ,     β). ΢σζηφ,     γ). ΢σζηφ,    δ). Λάζνο,   ε). Λάζνο.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Ζ κέζε βαζκνινγία ησλ καζεηψλ κηαο ηάμεο ζε έλα ηεζη είλαη 70. Υσξίδνπκε ηε βαζκνινγία ζε 

ηέζζεξηο θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο, φπσο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

Κιάζεηο [   ) Κεληξηθέο ηηκέο xi ΢πρλφηεηα λi  ΢ρεηηθή ζπρλφηεηα fi 

20  40    

40  60    

60  80    

80  100    

΢χλνια    
 

Γίλεηαη επηπιένλ φηη ην πνζνζηφ ησλ καζεηψλ πνπ έρνπλ βαζκφ απφ 20 έσο 40 είλαη ίζν κε ην πνζνζηφ 

ησλ καζεηψλ πνπ έρνπλ βαζκφ απφ 40 έσο 60, ελψ ζην θπθιηθφ δηάγξακκα ησλ δεδνκέλσλ, ε 

γσλία ηνπ θπθιηθνχ ηνκέα γηα ηελ επίδνζε απφ 80 έσο 100 είλαη 108
ν
. 

α). Να δείμεηε φηη f1 = f2 = 
1

10
,  f3 = 

5

10
, f4 = 

3

10
.                                                             Μνλάδεο 10 

β). Αλ ν αξηζκφο ησλ καζεηψλ ηεο ηάμεο είλαη 50, ηφηε: 
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     i). Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδην ζαο ηνλ πίλαθα ζπρλνηήησλ θαη λα ζπκπιεξψζεηε φια ηα  

         ζηνηρεία ηνπ.                                                                                                                Μνλάδεο 5 

    ii). Να βξείηε ην πιήζνο ησλ καζεηψλ πνπ έρνπλ βαζκνινγία ηνπιάρηζηνλ 60.            Μνλάδεο 5 

    iii).Να  βξείηε ην  πνζνζηφ  ησλ  καζεηψλ  πνπ  έρνπλ βαζκνινγία απφ 50 έσο 70.      Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

α).   α4 = f4 360
ν
  108

0
 = f4 360

ν
  f4 = 0,3 ή f4 = 0,3.  

 

Κιάζεηο xi fi xi fi 

[20 , 40) 30 f1 30f1 

[40 , 60) 50 f1 50f1 

[60 , 80) 70 f3 70f3 

[80 , 100) 90 0,3 27 

΢ΤΝΟΛΑ  1 27 + 80 f1 + 70 f3 

 

 
if  = 1  2 f1 + f3 + 0,3 = 1  f = 0,7  2 f1     (1) 

 i ix x f   70 = 27 + 80 f1 + 70 f3  70 = 27 + 80 f1 + 70 (0,7  2 f1)   

                           70 = 27 + 80 f1 + 49  140 f1  60 f1 = 6  f1 = 0,1 = f2.   

(1)  f3 = 0,7  2 0,1  f3 = 0, 5.  

 

β). i).   

Κιάζεηο xi vi fi 

[20 , 40) 30 5 0,1 

[40 , 60) 50 5 0,1 

[60 , 80) 70 25 0,5 

[80 , 100) 90 15 0,3 

΢ΤΝΟΛΑ  50 1 

 

ii). To πιήζνο ησλ καζεηψλ κε βαζκνινγία ηνπιάρηζηνλ 60, είλαη λ3 + λ4 = 25 + 15 = 40 καζεηέο.  

iii). Σν πνζνζηφ ησλ καζεηψλ κε βαζκνινγία απφ 50 σο 70, είλαη 

32 %% 10% 50% 60%
30%

2 2 2 2 2

ff
. 

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ Α θαη Β δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω θαη p έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο κε  

0 < p < 1. Γίλεηαη φηη νη πηζαλφηεηεο Ρ( Α), Ρ(Α Β) θαη Ρ(Α Β) είλαη αλά δχν δηαθνξεηηθέο 

κεηαμχ ηνπο θαη απνηεινχλ ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ {p  1, p, p +1, p
2
, p

3
}. 

α). Να δείμεηε φηη Ρ(Α) = p
2
,  Ρ(Α Β) = p θαη Ρ(Α Β) = p

3
.                                             Μνλάδεο 9 

β). Να απνδείμεηε φηη Ρ(Β) = p
3
  p

2
 + p.                                                                            Μνλάδεο 8 

γ). Να απνδείμεηε φηη Ρ (Β  Α) > Ρ (Α  Β).                                                                      Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

α).  Δίλαη Α Β  Α  Α Β, άξα Ρ(Α Β) ≤ Ρ(Α) ≤ Ρ (Α Β), θαη επεηδή νη πηζαλφηεηεο είλαη     

     αλά δχν δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο, ηφηε Ρ(Α Β) < Ρ(Α) < Ρ(Α Β)     (1)  

 Δπίζεο 0 < p < 1, άξα p  1 < 0 θαη p + 1 > 1.  

     Δπνκέλσο ηα p  1 θαη p + 1 δελ είλαη πηζαλφηεηεο     (2)  

 0 < p <1  0 < p
2
 < p  0 < p

3
 < p

2
. Δπνκέλσο p

3
 < p

2
 < p      (3).  

Απφ (1), (2) θαη (3) ζπκπεξαίλνπκε φηη : Ρ(Α Β) = p
3
, Ρ(Α) = p

2
 θαη Ρ(Α Β) = p.  
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β). Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + P(B)  Ρ(Α Β)  P(B) = Ρ(Α Β)  Ρ(Α) + Ρ(Α Β)  P(B) = p
3
  p

2
 + p.  

  

γ). Ρ(Β  A) > Ρ(Α  B)  P(B)  Ρ(Α Β) > Ρ(Α)  Ρ(Α Β)  P(B) > Ρ(Α)   

 p
3
  p

2
 + p > p

2
  p

3
  2 p

2
 + p > 0  p (p

2
  2 p + 1) > 0  p  (p  1)

2
 > 0, πνπ ηζρχεη  

δηφηη p > 0 θαη p  1.  Δπνκέλσο Ρ(Β  A) > Ρ(Α  B). 

 

ΘΔΜΑ 4 

Έρνπκε πεξηθξάμεη κε ζπξκαηφπιεγκα κήθνπο 200 m κηα νξζνγψληα 

πεξηνρή απφ ηηο ηξεηο πιεπξέο ηεο (΢ρήκα 1).  

Ζ ηέηαξηε   πιεπξά   είλαη ηνίρνο. Έζησ φηη ην κήθνο ηνπ ηνίρνπ 

πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί είλαη x. 

α). Να απνδείμεηε φηη ην εκβαδφλ ηεο πεξηνρήο πνπ πεξηθξάμακε. 
 

δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν f(x) = 100 x  
1

2
x

2
.                                                                         Μνλάδεο 6 

β). Να βξείηε ηε κεγαιχηεξε δπλαηή επηθάλεηα πνπ ζα κπνξνχζακε λα πεξηθξάμνπκε κε ην  

     ζπξκαηφπιεγκα ησλ 200 m.                                                                                           Μνλάδεο 7 

γ). Να βξείηε ηε κέζε ηηκή ησλ αξηζκψλ f (100), f (101), f (102), f (103) θαη f (104). Μνλάδεο 5 

δ). Έζησ CV ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ησλ αξηζκψλ f (100), f (101), f (102), f (103) θαη f (104)  

      θαη CV  ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο πνπ πξνθχπηεη φηαλ απμήζνπκε θαζέλαλ απφ ηνπο αξηζκνχο  

      απηνχο θαηά c, φπνπ c  2. Να ππνινγίζεηε ην c, έηζη ψζηε λα ηζρχεη CV  = 2 CV.   Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

α). x + 2 y = 200  2 y = 200  x  y = 100  x.  

Δκβαδφλ πεξηθξαγκέλεο πεξηνρήο  είλαη :  

Δ = f(x) = x y  f(x) = x (100  12 x)   

f(x) = 100 x  
1

2
x

2
, x  (0,200).  

Πεξηνξηζκνί : x > 0, y > 0  100  
1

2
x > 0  x <200    

 

x 

x 

y y 

 
β). Έρνπκε :  f (x) = 100  x,   f (x) = 0  x = 100.  

H ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνχ είλαη αλ x  (0, 100) γλεζίσο αχμνπζα θαη γηα x  (100, +200) είλαη 

γλεζίσο θζίλνπζα, επνκέλσο  έρεη κέγηζηε ηηκή ζηελ ζέζε x = 100 κε f(100) = 5.000 m
2

.  

 

γ). f (100) = 100  100 = 0 ,   f (101) = 100  101 = 1 , f (102) = 100  102 = 2  

     f (103) = 100  103 = 3 ,  f (104) = 100  104 = 4  ,  

     
0 1 2 3 4 10

5 5
x  = 2  x  = 2.   

δ). Απφ εθαξκνγή ζρνιηθνχ βηβιίνπ έρνπκε : 'x x c= 2 + c = c  2 θαη S  = S.  

      CV  = 2 CV  
'

2
'

S S

x x
  2

2 2

S S

c
  

1
1

2 c
  c  2  = 1   

       {c  2 = 1  ή c  2 = 1 }  { c = 3 ή c = 1 }.    
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ  ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ ΚΑΗ ΓΔΤΣΔΡΑ 18 

ΜΑΪΟΤ 2009 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Να απνδείμεηε φηη γηα νπνηαδήπνηε αζπκβίβαζηα κεηαμχ ηνπο ελδερφκελα Α θαη Β ηζρχεη φηη 

      Ρ(Α Β ) = Ρ(Α ) + Ρ(Β).                                                                                             Μνλάδεο 10 

 

Β). Αλ x1, x2,    , xk είλαη νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο X πνπ αθνξά ηα άηνκα ελφο δείγκαηνο   

      κεγέζνπο λ ( θ  λ), λα νξίζεηε ηε ζρεηηθή ζπρλφηεηα fi ηεο ηηκήο xi  , i =1, 2, . . .θ . 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 5 

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ    

     ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

     α). Γηα ην γηλφκελν δχν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ f, g ηζρχεη φηη  

          [f(x) g(x)]  = f (X) g (x) + f(x) g (x).                                                                        Μνλάδεο 2 

 

     β). Αλ Α, Β είλαη δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, ηφηε ηζρχεη φηη Α  Β = Α Β  

                                                                                                                                              Μνλάδεο 2 

     γ). Γηα ηε ζπλάξηεζε f(x) = εκx ηζρχεη φηη (εκx)  = ζπλx.                                           Μνλάδεο 2 

     δ). Σν ξαβδφγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ κηαο πνηνηηθήο  

          κεηαβιεηήο.                                                                                                                Μνλάδεο 2 

     ε). Ζ κέζε ηηκή ελφο ζπλφινπ λ παξαηεξήζεσλ είλαη έλα κέηξν ζέζεο.                        Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

A). Θεσξία  

Β). Θεσξία 

Γ). α  Λ         β  ΢     γ  Λ     δ  ΢      ε  ΢ 

 

ΘΔΜΑ 2 

΢ηνλ επφκελν πίλαθα δίλνληαη νη ηηκέο xi , i = 1, 2, 3, 4 κηαο κεηαβιεηήο 

Υ κε αληίζηνηρεο ζπρλφηεηεο λi, i = 1, 2, 3, 4. Ζ ζπρλφηεηα λ2 πνπ 

αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή x2 = 3 είλαη άγλσζηε. Γίλεηαη φηη ε κέζε ηηκή ησλ 

παξαηεξήζεσλ είλαη ίζε κε x  = 4. 

α). Να απνδείμεηε φηη λ2 = 7.                                                     Μνλάδεο 9 

xi λi 

2 6 

3 ; 

5 3 

8 4 
 

β). Να απνδείμεηε φηη ε δηαθχκαλζε ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη ίζε κε 4,9.                       Μνλάδεο 9 

γ). Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα ησλ ηηκψλ ηεο κεηαβιεηήο X είλαη νκνηνγελέο.                Μνλάδεο 7 

     Γίλεηαη φηη 4,9 2,2  « 2,2.  

ΛΤ΢Ζ 

΢πκπιεξψλνπκε ηνλ πίλαθα θαη έρνπκε : έζησ λ2 = α.  

xi λi xi λi (xi  x )
2

λi 

2 6 12 24 

3 Α 3 α α 
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5 3 15 3 

8 4 32 64 

΢χλνια 13+α 59+3α 91+α 

 

α). 

4

1

i i

i

x

x   
59 3

4
13

  α = 7.  

β). S
2
 = 

4 2

1 98
4,9

20

i i

i

x x

x .  

γ). CV = 
2,2

0,55 0,10
4

S

x
,  άξα ην δείγκα δελ είλαη νκνηνγελέο.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Λχλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
  6 x

2 
+ α x  7, φπνπ α πξαγκαηηθφο αξηζκφο, γηα ηελ νπνία ηζρχεη 

2 f (x) + f (x) + 15 = 3 x
2
,  x  R  

α).  Να δείμεηε φηη α = 9.                                                                                                       Μνλάδεο 7 

β). Να ππνινγίζεηε ην φξην 
21

'
lim

1x

f x

x
.                                                                               Μνλάδεο 8 

γ). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, ε νπνία είλαη  

     παξάιιειε ζηελ επζεία y =  3 x.                                                                                Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). έρνπκε : f (x) = 3 x
2
  12 x + α     θαη    f (x) = 6 x  12, κε αληηθαηάζηαζε ζηε ζρέζε έρνπκε :  

2 f (x) + f (x) + 15 = 3 x
2
  2 (6 x  12) + (3 x

2
  12 x + α) + 15 = 3 x

2
  α = 9.  

 

β). απφ ην εξψηεκα α) έρνπκε : f (x) = 3 x
2
  12 x + 9 = 3 (x

2
  4 x + 3) = 3 (x  1) (x  3).  

Άξα : 
21

'
lim

1x

f x

x
 = 

1 1

3 1 3 3 3
lim lim 3

1 1 1x x

x x x

x x x
.  

 

γ). ε εθαπηφκελε ηεο f είλαη παξάιιειε κε ηελ επζεία, αλ θαη κφλν αλ ηζρχεη f (x) =  3   

  3 x
2
  12 x + 9 =  3  3 x

2
  12 x + 12 = 0  x

2
  4 x + 4 = 0  (x  4)

2
 = 0  x = 2.   

Άξα ε (ε) :  y  f (2) = f (2) (x  2)  y + 5 = 3 (x  2)  y = 3 x  + 1.  

 

ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = lnx  
2

x
 + ι

2
  6 ι + 2, x > 0 φπνπ ι έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο. 

Α). α). Να πξνζδηνξηζηεί ην δηάζηεκα ζην νπνίν ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη ην δηάζηεκα ζην  

            νπνίν ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.                                                                            Μνλάδεο 6 

      β). Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηα αθξφηαηα.                                                 Μνλάδεο 6 

Β). Θεσξνχκε φηη νη ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f(2), f(4), f(8), f(3) θαη f(5) είλαη παξαηεξήζεηο κηαο  

      κεηαβιεηήο Υ.  

      α). Αλ R είλαη ην εχξνο θαη δ ε δηάκεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ, λα δεηρζεί φηη : 

           R = 3 + ln
1

4
   θαη  δ = ln4 + ι

2
  6 ι                                                                      Μνλάδεο 7 

      β). Έζησ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = {1, 2, 3, . . ., 100} ν νπνίνο απνηειείηαη απφ απιά ηζνπίζαλα  

           ελδερφκελα. Αλ ην ι παίξλεη ηηκέο ζην δεηγκαηηθφ ρψξν Ω, λα ππνινγίζεηε ηελ πηζαλφηεηα  
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           ηνπ ελδερνκέλνπ Α = {ι  Ω /  R + δ < 2}.                                                            Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

 

A). Γηα x > 0, έρνπκε : f(x) = f(x) = [lnx  
2

x
 + ι

2
  6 ι + 2]  = 

1 1

2x
 = 

2 x

x
  

θαη f (x) = 0  x = 2, θαη f(x) > 0  x < 2. 

έρνπκε ηνλ δηπιαλφ πίλαθα.  

Όπνπ f(2) = ι
2
  6 ι + ln2. 

 

x 0                     2                             +  

f (x) +  

f(x) 
  

 

Β). α). Γηα x > 2, ε f(x) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα, νπφηε ζα ηζρχεη : f(8) < f(5) < f(4) < f(3) < f(2).  

Άξα έρνπκε ην εχξνο R = f(2)  f(8) = 3 + ln
1

4
  θαη  δ = f(4) = ln4 + ι

2
  6 ι.  

β). απφ ην πξνεγνχκελν εξψηεκα έρνπκε : R + δ < 2  3 + ln
1

4
 + ln4 + ι

2
  6 ι < 2   

 ι
2
  6 ι + 5 < 0  1 < ι < 5.  άξα ην Α = {2, 3, 4}, νπφηε θαη ην Ρ(Α) = 

3

100
.  
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ΣΡΗΣΖ 7 ΗΟΤΛΗΟΤ 2009 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢  

 

ΘΔΜΑ 1 

Α). Να δείμεηε φηη γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα Α θαη Α' ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ, ηζρχεη 

      Ρ(Α ) = 1  Ρ(Α).                                                                                                           Μνλάδεο 9 

Β). α). Έζησ κία ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ ην Α. Πφηε ιέκε φηη ε f παξνπζηάδεη ηνπηθφ  

           κέγηζην ζην x1  Α ;                                                                                                  Μνλάδεο 3 

      β). Αλ t1, t2, ..., tλ είλαη νη παξαηεξήζεηο κηαο κεηαβιεηήο X ζε δείγκα κεγέζνπο λ, λα νξίζεηε ηε  

           κέζε ηηκή x  ησλ παξαηεξήζεσλ.                                                                              Μνλάδεο 3 

 

Γ). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο ηε ιέμε ΢σζηφ  

      ή Λάζνο δίπια ζην γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε. 

      α). Αλ ε ζπλάξηεζε f έρεη ζην x0 φξην έλαλ πξαγκαηηθφ αξηζκφ L, δειαδή αλ 
0

lim
x x

f(x) = L,     

            ηφηε  γηα  θάζε θπζηθφ αξηζκφ λ κεγαιχηεξν ηνπ 1 ζα  ηζρχεη 
0

lim
x x

(f(x))
λ
 = λ L

λ 1
. Μνλάδεο 2  

      β). Γηα ηε ζπλάξηεζε f(x) = e
x
, x  R, ηζρχεη f (x) = e

x
.                                               Μνλάδεο 2 

      γ). Ζ δηάκεζνο ελφο δείγκαηνο παξαηεξήζεσλ είλαη ε ηηκή γηα ηελ νπνία ην πνιχ 50 % ησλ  

           παξαηεξήζεσλ είλαη κηθξφηεξεο απφ απηήλ θαη ην πνιχ 50 % ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη  

           κεγαιχηεξεο απφ ηελ ηηκή απηήλ.                                                                              Μνλάδεο 2 

      δ). Αλ ε θακπχιε ζπρλνηήησλ γηα έλα ραξαθηεξηζηηθφ είλαη θαλνληθή ή πεξίπνπ θαλνληθή κε  

            ηππηθή απφθιηζε S θαη εχξνο R, ηφηε ηζρχεη S  6 R.                                             Μνλάδεο 2 

      ε). Ο δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο ιέγεηαη βέβαην ελδερφκελν.           Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

Α). Απφδεημε ζρνιηθνχ βηβιίνπ ζειίδα 150.  

Β). α). Οξηζκφο ζρνιηθνχ βηβιίνπ ζειίδα 14.  

      β). Οξηζκφο ζρνιηθνχ βηβιίνπ ζειίδα 85.  

Γ). α). Λάζνο       β). ΢σζηφ            γ). ΢σζηφ          δ). Λάζνο          ε). ΢σζηφ.  

 

ΘΔΜΑ 2 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = α x
3
  8, φπνπ α έλαο πξαγκαηηθφο αξηζκφο.  

α). Αλ 
1

lim
x

f(x) = -7, λα βξεζεί ε ηηκή ηνπ α.                                                                        Μνλάδεο 5 

β). Έζησ α = 1. 

     i).  Να βξεζεί ην φξην 
2

lim
2x

f x

x
.                                                                                   Μνλάδεο 10 

     ii). Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν κε  

           ηεηκεκέλε x0 = 2.                                                                                                     Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

α). Γίλεηαη θαη f(x) = α x
3
  8  θαη  

1
lim
x

f(x) = 7, νπφηε :  
1

lim
x

(α x
3
  8) = 7  α 1

3
  8 = 7   

 α  8 = 7  α = 1.  

 

β). Αθνχ α = 1, έρσ f(x) = x
3
  8, νπφηε  

i). Γηα x  2,  

23
2

2 2 48
2 4

2 2 2

x x xf x x
x x

x x x
.  
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Άξα : 2

2 2
lim lim 2 4 12

2x x

f x
x x

x
.  

 

ii). Ζ δεηνχκελε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f είλαη ηεο κνξθήο :  

      y = ι x + β. Σν ζεκείν πνπ έρεη ηεηκεκέλε x0 = 2, έρεη ηεηαγκέλε: y0 = f(2) = 0.    

΢πλεπψο δεηείηαη ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζην ζεκείν  

f(x) = x
3
  8 = ζην ζεκείν A(2, 0).  

Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε κε f (x) = (x
3
  8)  = 3 x

2
, άξα ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δέρεηαη 

εθαπηνκέλε κε θιίζε ι = f (2) = 12.  

Οπφηε ε δεηνχκελε εμίζσζε γίλεηαη y = 12 x + β, θαη πξέπεη λα επαιεζεχεηαη απφ ην ζεκείν Α(2,0) 

ζπλεπψο : 0 = 12 2 + β  0 = 24 + β  β = 24.  

Σειηθά ,ε δεηνχκελε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f είλαη :  

y = 12 x  24.  

 

ΘΔΜΑ 3 

Έζησ x1, x2, x3, x4 νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ ελφο δείγκαηνο κεγέζνπο λ = 72 κε αληίζηνηρεο  

(απφιπηεο) ζπρλφηεηεο λ1, λ2, λ3, λ4, φπνπ λ4 = 3 λ3 . Γίλεηαη επίζεο φηη ηα ηφμα ηνπ θπθιηθνχ 

δηαγξάκκαηνο ζπρλνηήησλ πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ηηκέο x1 θαη x2 είλαη αληίζηνηρα 50° θαη 30°. 

α). Να βξεζνχλ νη ζπρλφηεηεο λi, i = 1, 2, 3, 4.                                                                  Μνλάδεο 10 

β). Να βξεζνχλ ηα ηφμα πνπ αληηζηνηρνχλ ζηηο ηηκέο x3 θαη x4.                                          Μνλάδεο 8 

γ). Γίλεηαη φηη x1 < 7, x2 =  7, x3 = 3, θαη x4 >3. Να δεηρζεί φηη : 10 R + 72 x  = 52 δ, φπνπ R, x ,   

     δ είλαη αληίζηνηρα ην εχξνο, ε κέζε ηηκή θαη ε δηάκεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ.              Μνλάδεο 7 

ΛΤ΢Ζ 

α). Γλσξίδνπκε φηη ην ηφμν αi ελφο θπθιηθνχ ηκήκαηνο ζην θπθιηθφ δηάγξακκα ζπρλνηήησλ δίλεηαη 

απφ ηνλ ηχπν αi = vi

360o

. Απφ ππφζεζε α1 = 50
o
 θαη αi = 

360o

i .  

Απφ ηελ ππφζεζε α1 = 50
ν
 θαη α2 = 30

ν
.  

α1 = λ1

360
  50

ν
 = λ1

360

72
 50

ν
 = λ1 5

ν
  λ1 = 10  θαη  

α2 = λ2

360
  50

ν
 = λ1

360

72
 20

ν
 = λ2 5

ν
  λ2 = 6. 

Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε φηη λ4 = 3 λ3 άξα λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = λ  10 + 6 + λ3 + 3 λ3 = 72  

 4 λ3 = 72  16  4 λ3 = 56  λ3 = 14.  

 

β). Γηα ηελ ηηκή x3 έρνπκε : α3 = λ3

0360
 = 14

360

72
 = 14 5

ν
 = 70

ν
.  

Γηα ηελ ηηκή x4 έρνπκε : α4 = λ4

0360
 = 42

360

72
 = 42 5

ν
 = 210

ν
.  

 

γ). Γίλεηαη φηη x1 < 7, x2 = 7, x3 = 3, x4 > 3. Άξα ηζρχεη  x1 < x2 < x3 < x4.  

Δπηπιένλ, γλσξίδνπκε φηη : R κεγαιχηεξε ηηκή  κηθξφηεξε ηηκή = x4  x1.    

1 1 2 2 3 3 4 4x x x x
x  

Απφ ηα δεδνκέλα έρσ :   

t1 = t2 =    = t10 = x1,       t11 = t12 =    = t16 = x2,    t17 = t18    = t30 = x3,    

t31 = t32 =    = t72 = x4,    άξα t36 = t37 = x4.  
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Ζ δηάκεζνο δ = 36 37

2

t t
  δηφηη (άξηηνο), νπφηε ε κέζε ηηκή ηζνχηαη κε ην εκηάζξνηζκα ησλ δχν 

κεζαίσλ παξαηεξήζεσλ. Άξα  δ = 4 4

2

x x
 =  x4.  

Αληηθαζηζηψληαο ινηπφλ ζηελ ζρέζε πνπ δεηείηαη λα δεηρζεί έρνπκε :    

10 R + 72 x  = 10 (x4  x1) + 72 1 1 2 2 3 3 4 4x x x x
 =  

= 10 (x4  x1) + 72 1 2 3 410 6 14 42

72

x x x x
 = 10 x4  10 x1 + 10 x1 + 6 x2 + 14 x3 + 42 x4 =  

= 10 x4 + 6 x2 + 14 x3 + 42 x4 = 52 x4 + 6 ( 7) + 14 3 = 52 x4 = 52 δ.   

 

 

ΘΔΜΑ 4 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = λ
3

x + 
2

4

x
, x  (0, 1), φπνπ λ αθέξαηνο αξηζκφο κε λ > 2.  

Α). α). Να πξνζδηνξηζηεί ην δηάζηεκα ζην νπνίν ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα θαη ην δηάζηεκα ζην  

            νπνίν ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.                                                                           Μνλάδεο 8 

       β). Να κειεηεζεί ε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηα αθξφηαηα θαη λα δεηρζεί φηη f(x)  3 λ
2
, γηα θάζε  

            x  (0, 1). 

Β). Θεσξνχκε ηνλ δεηγκαηηθφ ρψξν Ω = {1, 2,  . . ., λ} κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα θαη ην  

      ελδερφκελν ηνπ, Α γηα ην νπνίν ηζρχεη λ 
3

Ρ(Α) + 
2

4
 = 3 λ 

2
 θαη Ν (Α) = λ

2
  9 λ  8,    

     φπνπ Ρ(Α) είλαη ε πηζαλφηεηα ηνπ Α θαη Ν(Α) ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Α.  

     α). Να δείμεηε φηη Ρ(Α) = 
1

5
.                                                                                           Μνλάδεο 7 

     β). Αλ επηπιένλ Β είλαη έλα ελδερφκελν ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε Ρ( Α Β) = 
1

6
, λα  

           ππνινγηζηεί ε πηζαλφηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ Α Β.                                                 Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

Α). α). Ζ ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην (0, 1), σο πξάμε παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ, κε :  

f (x) = 

' '

3 3 3 2

2 2

4 4
' 4 'v x x x

x x
 = λ

3
 + 4 ( 2) x

3
 = λ

3
  

3

8

x
, x  (0, 1).  

f (x) = 0  λ
3
  

3

8

x
 = 0  λ

3
 = 

3

8

x
  λ

3
x

3
 = 8  x λ = 2  x = 

2
.  

f (x) > 0  λ
3
  

3

8

x
 > 0  λ

3
 > 

3

8

x
  λ

3
x

3
 > 8  x λ > 2  x > 

2
.  

f (x) < 0  λ
3
  

3

8

x
 < 0  λ

3
 < 

3

8

x
  λ

3
x

3
 < 8  x λ < 2  x < 

2
.  

Αθνχ ε f (x) < 0 ζην 
2

0, , θαη ε f ζπλερήο ζην 
2

0, , ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην 
2

0, .  

Αθνχ ε ζην f (x) > 0 ζην
2

,1  θαη ε f ζπλερήο ζην 
2

,1 , ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην 
2

,1 . 
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β). Ο πίλαθαο κεηαβνιψλ ηεο f είλαη :  

x 0                               2/n                                1 

f(x)  + 

f (x) 

  
 

H ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 = 
2

. Με ειάρηζηε ηηκή ην f
2

 = 3 λ
2
.  

Αθνχ ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f γηα θάζε x  (0, 1) ηζνχηαη κε f(x0) = 3 λ
2
, απφ ηνλ νξηζκφ 

ηνπ ειαρίζηνπ έρνπκε φηη f(x) ≥ 3 v
2
, γηα θάζε x  (0, 1).  

 

Β). α). Απφ ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο έρνπκε :   

Ρ(Α) =   Ρ(Α) =   Ρ(Α) = 
2 9 8

    (1) 

Έρνπκε φηη : 3 2

2

4
3   

2
3 2

2
2

9 8 4
3

9 8
   

 2 2 2

2
2

2

4
9 8 3

9 8
   

2
2 2 2

2
2

4
9 8 3

9 8
   

 2

2
2

4
9 8 3

9 8
.  Θέηνπκε λ

2
  9 λ  8 = x   (2) φπνπ x = N(A) > 0 θαη έρνπκε :  

x +  
2

4

x
= 3  x

3
 + 4 = 3 x

2
  x

3
  3 x

2
 + 4 = 0  x

3
  3 x

2
 + 3 + 1 = 0  x

3
 + 1  3 (x

2
  1) = 0 

 (x + 1) (x
2
  x + 1)  3 (x  1) (x + 1) = 0  (x + 1) (x

2
  x + 1  3 x + 3) = 0   

 {x = 1 απνξξίπηεηαη ή  x = 2}. Οπφηε ε ζρέζε (2) γηα x = 2 δίλεη :  

λ
2
   9 λ  8 = 2   λ

2
   9 λ  10 = 0  (λ  10) (λ + 1) = 0  {λ = 10 ή λ = 1 απνξξίπηεηαη}.  

Αθνχ λ = Ν(Ω)  Ν
*
.  

΢πλεπψο απφ ηελ ζρέζε (1) γηα λ = 10 πξνθχπηεη ε δεηνχκελε πηζαλφηεηα, δειαδή :  

Ρ(Α) = 
210 9 10 8 100 98 2 1

10 10 10 5
.  

 

Α ηξφπνο  

P(A B) = P(Α ) + P(B)  P(A B) = 1  P(A) + P(B)  P(Α Β) = 1  P(A) + Ρ(Β)  Ρ(Β) + 

Ρ(Α Β) = 1  
1 1 30 6 5 29

5 6 30 30 30 30
.  

 

Β ηξφπνο P(A B) = P[(A B) ] = Ρ[(Α  Β) ] = 1  Ρ(Α  Β) = 1  Ρ(Α) + P(A B) =  

 = 1  
1 1 30 6 5 29

5 6 30 30 30 30
.  
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ΑΠΟΛΤΣΖΡΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ 

MAΪΟ΢ 2010  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Έζησ t1, t2, . . ., tλ νη παξαηεξήζεηο κηαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο Υ ελφο  δείγκαηνο  κεγέζνπο   

        λ, πνπ έρνπλ κέζε ηηκή x . 

        ΢ρεκαηίδνπκε ηηο δηαθνξέο  t1  x , t2  x , . . ., tλ  x . Να απνδείμεηε φηη ν αξηζκεηηθφο κέζνο    

        ησλ δηαθνξψλ απηψλ είλαη ίζνο κε κεδέλ.                                                                 [Μνλάδεο 7] 

 

Α2). Αλ x1, x2, . . ., xλ είλαη νη παξαηεξήζεηο κηαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο Υ ελφο δείγκαηνο  

        κεγέζνπο w θαη w1, w2, . . . , wλ είλαη νη αληίζηνηρνη ζπληειεζηέο ζηάζκηζεο (βαξχηεηαο), λα  

        νξίζεηε ην ζηαζκηθφ κέζν ηεο κεηαβιεηήο Υ.                                                           [Μνλάδεο 4] 

 

Α3). Έζησ Ω ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο. Να δψζεηε ηνπο νξηζκνχο ηνπ βέβαηνπ  

         ελδερνκέλνπ θαη ηνπ αδχλαηνπ ελδερνκέλνπ.                                                           [Μνλάδεο 4] 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f , g έρνπλ ζην x0 φξηα πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, ηφηε  

              
0

lim
x x

(f(x) g(x)) = 
0

lim
x x

f(x)  
0

lim
x x

g(x).  

        β). Γηα θάζε x > 0 ηζρχεη  
1

'x
x

.  

        γ). Ζ ηαρχηεηα ελφο θηλεηνχ πνπ θηλείηαη επζχγξακκα θαη ε ζέζε ηνπ ζηνλ άμνλα θίλεζήο ηνπ  

             εθθξάδεηαη απφ ηε ζπλάξηεζε x = f(t), ηε ρξνληθή ζηηγκή t0 είλαη π(t0) = f (t0). 

        δ). Μηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα ∆ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο,  

             φηαλ γηα νπνηαδήπνηε ζεκεία x1, x2  Γ κε x1 < x2  ηζρχεη f(x1) < f(x2).  

        ε). Ζ δηάκεζνο είλαη έλα κέηξν ζέζεο, ην νπνίν επεξεάδεηαη απφ ηηο αθξαίεο παξαηεξήζεηο. 

                                                                                                                                          [Μνλάδεο 10] 

ΛΤ΢Ζ 

Α1). Απφδεημε ζηε ζει. 93 

Α2. Οξηζκφο ζηε ζει. 87 

Α3. Οξηζκφο ζηε ζει. 140 

Α4). α.  ΢      β.  Λ       γ.  ΢            δ.  Λ          ε.  Λ 

 

ΘΔΜΑ B 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) =  
22 1 1x x ,  x  R.   

Β1). Να ππνινγίζεηε ην 
1

1
lim

1x

f x

x
                                                                             [Μνλάδεο 10] 

 

Β2). Να ππνινγίζεηε ην ζπληειεζηή δηεχζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  

        ζπλάξηεζεο f   ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε x0 = 0.                                               [Μνλάδεο 10] 

 

B3). Να ππνινγίζεηε ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη ε παξαπάλσ εθαπηνκέλε κε ηνλ άμνλα x x. 

                                                                                                                                            [Μνλάδεο 5] 
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ΛΤ΢Ζ 

Β1). 
1

1
lim

1x

f x

x
 = 

2

1

2 1 1 1
lim

1x

x x

x
 = 

2

1

2 1 1
lim

1x

x x

x
 

         = 

2 2

1 2

2 1 1 1 1
lim

1 1 1
x

x x x x

x x x
 = 

2

1 2

2 1 1
lim

1 1 1
x

x x

x x x
 =  

          = 

2

1 2

2
lim

1 1 1
x

x x

x x x
 = 

1 2

2 1
lim

1 1 1
x

x x

x x x
 = 

21

2
lim

1 1x

x

x x
=  

         = 
2

2 1 2
1

21 1 1 1
. 

 

Β2). f (x) = 2 2

2 2

1 2 1
2 1 1 ' 2 1 '

2 1 1

x
x x x x

x x x x
.  

         Άξα ν ζπληειεζηήο δηεχζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ζην x0 = 0 είλαη f (0) = 
1

1
1

. 

 

Β3). εθσ = ι = f (0) = 1, άξα σ = 
3

4
. 

 

ΘΔΜΑ Γ 

Οη ηηκέο ηεο απψιεηαο βάξνπο, ζε θηιά, 160 αηφκσλ, ηα νπνία αθνινχζεζαλ έλα πξφγξακκα 

αδπλαηίζκαηνο, έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε 5 θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο, φπσο εκθαλίδνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα : 

ΑΠΩΛΔΗΑ ΒΑΡΟΤ΢ 

΢Δ ΚΗΛΑ 

ΚΔΝΣΡΟ 

ΚΛΑ΢Ζ΢ xi 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

λi 

[0  . . .) . . . 20 

[. . .   . . .) 6 40 

[. . .  . . .) . . . 45 

[. . .  . . .) . . . 30 

[. . .  . . .) . . . 25 
΢ΤΝΟΛΟ  160 

 

 

 

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ην πιάηνο c θάζε θιάζεο είλαη ίζν κε 4.                                     [Μνλάδεο 6] 

 

Γ2). Αθνχ κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζσζηά ζπκπιεξσκέλν, λα  

        ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή x   θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε s.                                        [Μνλάδεο 8] 

 

Γ3). Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο.                                                             [Μνλάδεο 5] 

 

Γ4). Αλ θάζε άηνκν έρεη ηελ ίδηα πηζαλφηεηα λα επηιεγεί, λα ππνινγίζεηε ηελ πηζαλφηεηα ηνπ  

        ελδερνκέλνπ Α : « ε απψιεηα βάξνπο ελφο αηφκνπ πνπ επηιέρζεθε ηπραία λα είλαη απφ 7  

        κέρξη θαη 14 θηιά».                                                                                                     [Μνλάδεο 6] 
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Γίλεηαη ν ηχπνο  s
2 
= 

2

12

1

1

k

i ik
i

i i

i

x

x .  

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). Ζ πξψηε θιάζε είλαη [α, α + c] θαη ε δεχηεξε [α + c, α + 2 c], άξα α = 0.  

θαη 
2

6
2

c c
  2 α + 3 c = 12  3 c = 12  c = 4.  

 

Γ2).  

 

ΑΠΩΛΔΗΑ 

ΒΑΡΟΤ΢ ΢Δ 

ΚΗΛΑ 

ΚΔΝΣΡΟ 

ΚΛΑ΢Ζ΢ 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

vi 
xi vi xi  x  (xi  x )

2
 (xi  x )

2
vi 

[0 - 4) 2 20 40 -8 64 1280 

[4 - 8) 6 40 240 -4 16 640 

[8 - 12) 10 45 450 0 0 0 

[12 - 16) 14 30 420 4 16 480 

[16 - 20) 18 25 450 8 64 1600 

΢ΤΝΟΛΟ  160 1600   4000 

x  = 1 1600

160

i i

i

x

 = 10,     s
2
 = 

2

1

1
i i

i

x x  = 
4.000

160
 = 25,     s = 2 25s  = 5.  

 

Γ3). CV = 
5 1

10 2

s

x
 = 0,5 = 50 %, άξα δελ είλαη νκνηνγελέο.  

 

Γ4). Καηά ηελ νκαδνπνίεζε ησλ παξαηεξήζεσλ, ζεσξνχκε φηη ηα ζηαηηζηηθά δεδνκέλα  

θαηαλέκνληαη νµνηφµνξθα ζε θάζε θιάζε. ΢ηελ θιάζε [4, 8) αληηζηνηρνχλ 40 άηνκα, άξα 

θαη’ αλαινγία ζην ηκήκα ηεο [7, 8) ζα αληηζηνηρνχλ 10 άηνκα. 

΢ηελ θιάζε [12, 16) αληηζηνηρνχλ 30 άηνκα, άξα ζην ηκήκα ηεο [12, 14] αληηζηνηρνχλ 15 

άηνκα. 

Οπφηε, 10 + 45 + 15 = 70 άηνκα είραλ απψιεηα βάξνπο απφ 7 κέρξη θαη 14 θηιά. 

Δπεηδή θάζε άηνµν έρεη ηελ ίδηα πηζαλφηεηα λα επηιεγεί γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ 

πηζαλφηεηα, ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ : P(A)=  
70 7

160 16
.  
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ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ A, Β δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ  ρψξνπ Ω κε αληίζηνηρεο πηζαλφηεηεο Ρ(Α), Ρ(Β)  

θαη ε ζπλάξηεζε f(x) = ln(x  Ρ(Α))  
1

2
(x  Ρ(Α))

2 
+ Ρ(Β),   x > P(Α).  

Γ1). Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε  κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα.              [Μνλάδεο 13] 

Γ2). Αλ ε ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη αθξφηαην ζην ζεκείν x0 = 
5

3
, κε ηηκή f(x0) = 0, λα απνδείμεηε  

        φηη : Ρ(Α) = 
2

3
   θαη  Ρ(Β) = 

1

2
.                                                                                 [Μνλάδεο 2] 

 

Λακβάλνληαο ππφςε ην εξψηεκα Γ2 θαη επηπιένλ φηη  Ρ(Α Β) = 
5

6
, λα βξείηε ηελ πηζαλφηεηα : 

Γ3). λα κελ πξαγκαηνπνηεζνχλ ηαπηφρξνλα ηα ελδερφκελα Α , Β.                                   [Μνλάδεο 5] 

Γ4). λα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν έλα απφ ηα ελδερφκελα Α , Β.                                          [Μνλάδεο 5] 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). f(x) = ln(x  P( A ))  
1

2
( x  P( A))

2
 + P(B) , x > P(A).  

f (x) = 
1 1

' 2 '
2

x x x
x

   

 f (x) = 
1

x
x

  f (x) = 

2

1 x

x
, x > P(A).  

f (x) = 0  

2

1 x

x
 = 0  1  (x  P(A))

2
 = 0  (x  P(A))

2
 = 1  x = 1 + P(A).  

f (x) > 0  

2

1 x

x
 > 0  1  (x  P(A))

2
 > 0.                                      [x > Ρ(Α)] 

x P(A)                                    1 + P(A)                                   +  

f  +  

f      

 

Ζ f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην δηάζηεκα (P(A), 1 + P(A)] θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  

[1 + P(A),  + ). 

Παξνπζηάδεη γηα x = 1 + P(A) νιηθφ κέγηζην f(1 + P(A)) = ln1  
1

2
1

2 
+ P(B) = P(B) = 

1

2
.  

 

Γ2). Δπεηδή ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη αθξφηαην ζην x0 = 1+ Ρ(A) είλαη 1 + P(A) = 
5

3
   

 P(A) = 
2

3
 θαη ε ηηκή ηνπ αθξφηαηνπ είλαη  f(1 + P(A)) = P(B)  

1

2
, άξα P(B)  

1

2
 = 0  

P(B) = 
1

2
. 

 

Γ3). P(A B) = P(A) + P(B)  P(A B)  P(A B) = P(A) + P(B)  P(A B), άξα  
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P(A B) = 
2 1 5

3 2 6
  P(A B) = 

4 3 5

6
  P(A B) = 

1

3
. 

Σν ελδερφκελν λα κελ πξαγκαηνπνηεζνχλ ηαπηφρξνλα ηα Α, Β αληηζηνηρεί ζην (A B) . 

P[(A B) ] = 1  P(A B) = 1  
1 2

3 3
.  

 

Γ4). Σν ελδερφκελν λα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν έλα απφ ηα 

Α, Β αληηζηνηρεί ζην (Α  Β) (Β  Α).  

(Α  Β) (Β  Α) = , νπφηε απφ ηνλ απιφ πξνζζεηηθφ 

λφκν  

Ρ((Α  Β) (Β  Α)) = Ρ(Α  Β) + Ρ(Β  Α) = Ρ(Α)  

Ρ(Α Β) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β) =  

 = Ρ(Α) + Ρ(Β)  2 Ρ(Α Β) = 
2 1 1 1

2
3 2 3 2

. 
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ ΣΑΞΖ΢ 

ΗΟΤΛΗΟ΢ 2010 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη c  R, λα απνδείμεηε φηη  

        [c f(x)]  = c f (x), x  Γ.                                                                                                                       Μνλάδεο 9 

 

Α2). Πφηε κηα ζπλάξηεζε f ιέγεηαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα ∆ ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο ; 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 3 

Α3). Πψο νξίδεηαη ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο ;                                        Μνλάδεο 3 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f , g έρνπλ θνηλφ πεδίν νξηζκνχ ην Α, ηφηε ε ζπλάξηεζε 
f

g
 έρεη πάληα  

              πεδίν νξηζκνχ ην Α.  

        β). Ηζρχεη  
0

lim
x x

(ζπλx) = ζπλx0.  

        γ). ΢ε κηα νκαδνπνηεκέλε θαηαλνκή κε θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο νη δηαδνρηθέο θεληξηθέο ηηκέο  

             ησλ θιάζεσλ δηαθέξνπλ κεηαμχ ηνπο φζν θαη ην πιάηνο θάζε θιάζεο. 

        δ). ΢ε κηα νκαδνπνηεκέλε θαηαλνκή κε θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο ην εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ  

             νξίδεηαη απφ ην πνιχγσλν ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ θαη ηνλ νξηδφληην άμνλα είλαη ίζν κε ην  

             κέγεζνο λ ηνπ δείγκαηνο. 

        ε). Αλ Ρ(Α) είλαη ε πηζαλφηεηα ελφο ελδερνκέλνπ Α= {α1, α2, ..., αθ} , ηφηε  

             Ρ(Α) = Ρ(α1) + Ρ(α2) +    + Ρ(αθ).                                                                       Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α1). Απφδεημε ζρ. βηβιίν, ζει. 30.      Α2). Οξηζκφο ζρ. βηβιίν, ζει. 13.  

Α3). Οξηζκφο ζρ. βηβιίν, ζει. 139.    Α4). α) Λάζνο   β) ΢σζηφ    γ) ΢σζηφ    δ) Λάζνο   ε) ΢σζηφ.  

 

ΘΔΜΑ B 

Οη βαζκνί 60 καζεηψλ ζε έλα δηαγψληζκα Μαζεκαηηθψλ θπκαίλνληαη απφ 10 έσο 20 θαη έρνπλ 

νκαδνπνηεζεί ζε 5 θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Αλ :  

 Ζ γσλία ηνπ θπθιηθνχ ηνκέα πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θιάζε [14, 16) ηνπ θπθιηθνχ δηαγξάκκαηνο  

     είλαη 144
ν
.  

 Οη ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο ησλ δχν πξψησλ θιάζεσλ είλαη ίζεο. 

 48 καζεηέο πήξαλ βαζκφ έσο 16 θαη  

 6 καζεηέο πήξαλ βαζκφ ηνπιάρηζηνλ 18, ηφηε : 

Β1).  Να κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζσζηά ζπκπιεξσκέλν. 

ΒΑΘΜΟΛΟΓΗΑ 

 [   -     ) 

ΚΔΝΣΡΗΚΖ  

ΣΗΜΖ xi 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

λi 

΢ΥΔΣΗΚΖ  

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

΢ΥΔΣΗΚΖ  

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ fi % 

     

     

     

     

     
΢ΤΝΟΛΟ     

 

                                                                                                                                            Μνλάδεο 10 
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Β2).Να βξείηε ηε κέζε ηηκή x  ηεο βαζκνινγίαο ησλ καζεηψλ.                                         Μνλάδεο 6 

 

B3).Να βξείηε πφζνη καζεηέο πήξαλ βαζκνινγία απφ 10 έσο 14.                                      Μνλάδεο 4 

 

Β4). Να βξείηε ην πνζνζηφ ησλ καζεηψλ πνπ πήξαλ βαζκνινγία ηνπιάρηζηνλ 17.           Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

v = 60, Υ: «βαζκνινγία » , tmin = 10, tmax  = 20,  θ = 5 θιάζεηο.    

Β1). R = tmax − tmin = 20 −10 =10, c = 
R

= 2,  

νη θιάζεηο ζα είλαη :[10, 12), [12, 14), [14, 16), [16, 18), [18, 20) 

Με θεληξηθέο ηηκέο : 11, 13, 15, 17, 19.  απφ ηα δεδνκέλα πξνθχπηνπλ ηα εμήο :  

 α3
o
 =144

o
  (1)         f1 = f2   (2)         v1 + v1 + v3 = 48  (3)         v5 = 6.  

(1)  f3 360
o
 = 144

o
  f3 = 

144

360
  f3 = 0,40.  

f3 % = f3 100  f3 % = 40 %,   f3 = 3   f3 λ = 0,4 60  λ3 = 24.  

(2)  1 2   λ1 = λ2.     (4) 

(3)  λ1 + λ2 + 24 = 48  2 v1 = 24  v1 = 12 = λ2.  

(2)  f2 = 0,2,   θαη  f1 %= f2 % = f1 100 = 0,2 100  f1 % = f2 % = 20 %.  

 

λ = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5   λ4 = 60  (λ1 + λ2 + λ3 + λ5)  λ4 = 60  (12 + 12 + 24 + 6)  

 λ4 = 60  54  λ4 = 6. άξα  f4 = 4 6 1

60 10
  f4 = 0,1, θαη  

f4 % = f4 100 = 0,1 100  f4 = 10%.  

θαη αθνχ θαη v5 = 6 πξνθχπηεη : f5 = 0,1 f5 = 10 %, άξα ν πίλαθαο ζπκπιεξσκέλνο είλαη : 

 

ΒΑΘΜΟΛΟΓΗΑ 

[   -     ) 

ΚΔΝΣΡΗΚΖ 

ΣΗΜΖ xi 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

λi 

΢ΥΔΣΗΚΖ 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ 

΢ΥΔΣΗΚΖ 

΢ΤΥΝΟΣΖΣΑ fi % 

[10  12) 11 12 0,2 20 

[12  14) 13 12 0,2 20 

[14  16) 15 24 0,4 40 

[16  18) 17 6 0,1 10 

[18  20) 19 6 0,1 10 

΢ΤΝΟΛΟ  60 1 100 

 

x1 λ1 = 11 12 = 132, x2 v2 =13 12 = 156,  x3 v3 =15 24 = 360, x4 v4 = 17 6 = 102, x5 v5 = 19 6 = 
5

1

i i

i

x  = 132 + 156 + 360 + 102 + 114 = 864.  

άξα ε κέζε ηηκή ζα είλαη : 
5

1

1 864

60
i i

i

x x   x  = 14,4.  

Β3). Βαζκνινγία απφ 10 έσο 14 πήξαλ v1 + v2 = 12 +12 = 24 καζεηέο.  

Β4). Σν 17 είλαη ε θεληξηθή ηηκή ηεο 4εο θιάζεο νπφηε βαζκνινγία ηνπιάρηζηνλ 17 αληηζηνηρεί  

ζηε κηζή 4
ε
 θιάζε θαη φιε ηελ 5

ε
. Αθνχ νη παξαηεξήζεηο είλαη νκνηφκνξθα (θαη ζπκκεηξηθά) 

θαηαλεκεκέλεο ζε θάζε θιάζε, ην δεηνχκελν πνζνζηφ είλαη :  
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4
5

% 10%
% 10% 15%

2 2

f
f  ησλ καζεηψλ.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ Ω = {σ1, σ2, σ3, σ4} ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο θαη ηα ελδερφκελά ηνπ  

Α= {σ1, σ3} θαη Β= { σ2, σ4}. Αλ είλαη Ρ(Α  Β) = 
1

4
 θαη  Ρ(Β  Α) = 

1

2
, φπνπ λ ζεηηθφο 

αθέξαηνο, ηφηε :  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη Ρ(Α  Β) = Ρ(Α) θαη Ρ(Β  Α) = Ρ(Β).                                         Μνλάδεο 6 

Γ2). Να απνδείμεηε φηη λ = 4.                                                                                             Μνλάδεο 10 

Γ3).Να ππνινγίζεηε ηηο πηζαλφηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ Α θαη Β.                                      Μνλάδεο 4 

Γ4).Να ππνινγίζεηε ηελ πηζαλφηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ A B .                                         Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

Ω = {σ1, σ2 ,σ3, σ4},  Α = {σ1, σ3),  B = {σ2 ,σ4). , Ρ(Α  Β) = 
1

4
, Ρ(Β  Α) = 

1

2
.  

Γ1). (Α  Β) = {σ1, σ3} = A,  άξα: P(A − B) = P(A).  

 

2
νο

 ηξφπνο 

A B = , νπφηε P(A B) = ,  άξα P(A − B) = P(A) − P(A − B)  P(A − B) = P(A).  

Οκνίσο :  B−A = {σ2 ,σ4} = Β, άξα : P(B−A) = P(B)  ή  P(B − A) = P(B) − P(A B) = P(B).  

 

Γ2). Απφ ηνλ αμησκαηηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο ηζρχεη :  

Ρ(σ1) + P(σ2) + P(σ3) + P(σ4) = 1    (1) 

P(A  B) = P(A)  P(A) = 
1

4
  Ρ(σ1) + Ρ(σ2) = 

1

4
   (2) 

 

P(B  A) = P(B)  P(B) = 
1

2
  P(σ2) + P(σ4) = 

1

2
      (3) 

(1)  
1 1

4 2
 = 1  2 v (λ + 1) + (λ + 4) (λ  1) = 2 λ (λ + 4)   

 2 λ
2
 + 2 v + v

2
 − v + 4 v − 4 = 2 v

2
 + 8 λ  v

2
  3 v  4 = 0  (v + 1) (λ  4) = 0   

 {λ =  1  ή  λ = 4 φκσο λ  Ε
+
}  λ = 4.  

 

Γ3). P(A) = 
1 4 1

4 4 4
  P(A) = 

5

8
,  Ρ(Β) = 

1 4 1

2 2 4
  Ρ(Β) = 

3

8
. 

 

Γ4). Α Β  = (Α Β) ,  άξα P(A B ) = P((A B) ) = 1− P(A B) = 1 − 0 = 1.  

Γειαδή : P(A B ) = 1 = P(Ω).  

 

2
νο

 ηξφπνο 

A  = {σ2, σ4} = Β νπφηε : Α Β  = B B  = Ω άξα : P(A B ) = P(Ω) = 1.   
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ΘΔΜΑ Γ 

Έζησ t1, t2, ... ,tλ νη παξαηεξήζεηο κηαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο Υ ελφο δείγκαηνο κεγέζνπο λ, πνπ 

έρνπλ κέζε ηηκή x  θαη ηππηθή απφθιηζε S.  

Θεσξνχκε επίζεο ηε ζπλάξηεζε f(t) = 
2

1

300 S
(t  x )

3
,  t  R θαη  S  0.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ε ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα.                                          Μνλάδεο 5 

Γ 2).Να απνδείμεηε φηη ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο ζπλάξηεζεο f γίλεηαη ειάρηζηνο γηα t = x  θαη λα  

        βξείηε ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ.                                                                                       Μνλάδεο 6 

Γ3). Αλ f (0) = 1, λα ππνινγίζεηε ην ζπληειεζηή κεηαβνιήο CV ησλ παξαπάλσ παξαηεξήζεσλ θαη  

        λα εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο.                                                                Μνλάδεο 8 

Γ4).Να απνδείμεηε φηη ε κέζε ηηκή ησλ αξηζκψλ f (t1), f (t2), ... , f (tλ)  είλαη ίζε κε 
1

100
. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). f(t) = 
3

2

1

300
t x

S
, t  R, S  0.  

Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R, κε : f (t) = 
'

3 2

2 2

1 3
'

300 300
t x t x t x

S S
  =  

Άξα f (t) = 
2

2

1

100
t x

S
. Έρνπκε f (t) ≥ 0,  t  R, (αθνχ 

2

2

1
0, 0

100
t x

S
   

άξα ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην R. 

 

Γ2). Ο ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο f είλαη ε f . Ζ f (t) είλαη παξαγσγίζηκε ζην R κε :  

f (t) = 
'

2

2 2

1 2
'

100 100
t x t x t x

S S
  f (t) = 

2

1

50
t x

S
, φπνπ 

2

1
0

50 S
.  

f (t) = 0  
2

1

20 S
(t  x ) = 0  t = x . 

f (t) > 0  t  x  > 0  t > x . 

f(t) < 0  t < x   t < x . 

t 
                                 x                              +  

 f (t)  + 

f (t) 

  
 

Αθνχ f ( x ) = 0, θαη f ( x ) < 0  ζην ( , x )  θαη   f ( x ) > 0  ζην ( x , + ). ΢πκπεξάλνπκε φηη :   

Ζ  f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην t = x . κε ειάρηζηε ηηκή : f ( x ) = 
2

1

100
x x

S
  f ( x ) = 0. 

Γ3). f (0) = 
2

2

1
0

100
x

S
 = 1  

2
1

100

x

S
  

2
2100x S   

2

2

1

100

S

x
  

1

10

S

x
   

 
1

10

S

x
   CV = 0,1.  αθνχ CV = 0, 1 ή  10 %  ην δείγκα είλαη νξηαθά νκνηνγελέο. 

Γ4). Ζ κέζε ηηκή ησλ f (t1), f (t2) , . . ., f (tλ) είλαη :  

1 2' ' 'f t f t f t
y


 = 

2 2 2

1 22 2 2

1 1 1

100 100 100
t x t x t x

S S S


 =  

 = 

2 2 2

1 2

2

1

100

t x t x t x

S


 = 

2

2

1

100
S

S
  

1

100
y .  
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ΠΑΝΔΛΛΖΝΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

΢ΑΒΒΑΣΟ 14 MAΪΟΤ 2011  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω λα απνδεηρζεί φηη :  

        Ρ(Α  Β) = Ρ(Α)  Ρ(Α Β).                                                                                        Μνλάδεο 7 

 

Α2). Πφηε δχν ελδερφκελα Α, Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ιέγνληαη αζπκβίβαζηα ;       Μνλάδεο 4 

 

Α3). Ση εθθξάδεη ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα fi κηαο παξαηήξεζεο xi ελφο δείγκαηνο.                Μνλάδεο 4 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια, ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή  

        Λάζνο, αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Ζ δηαθχκαλζε εθθξάδεηαη ζηηο ίδηεο κνλάδεο κε ηηο νπνίεο εθθξάδνληαη νη παξαηεξήζεηο. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 2 

       β). ΢ε κία θαλνληθή θαηαλνκή ην εχξνο ηζνχηαη πεξίπνπ κε έμη θνξέο ηε κέζε ηηκή, δειαδή  

            R ≈ 6 x .                                                                                                                    Μνλάδεο 2 

       γ). Γηα ηελ παξάγσγν κηαο ζχλζεηεο ζπλάξηεζεο ηζρχεη (f(g(x)))  = f (g(x)) g (x).   Μνλάδεο 2 

       δ). Πάληνηε έλα κεγαιχηεξν δείγκα δίλεη πην αμηφπηζηα απνηειέζκαηα απφ έλα κηθξφηεξν  

            δείγκα.                                                                                                                       Μνλάδεο 2 

       ε). Έλα δείγκα ηηκψλ κηαο κεηαβιεηήο είλαη νκνηνγελέο, αλ ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο δελ  

            μεπεξλά ην 10 %.                                                                                                      Μνλάδεο 2 

ΛΤ΢Ζ 

Α1). Θεσξία ζει.152.   

Α2). Γχν ελδερφκελα Α, Β ιέγνληαη ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω αζπκβίβαζηα φηαλ Α Β = .  

Α3). Θεσξία ζει.65, ζρνιηθνχ βηβιίνπ. Ζ ζρεηηθή ζπρλφηεηα ηεο παξαηήξεζεο xi, ελφο δείγκαηνο, 

πξνθχπηεη απφ ηνλ ιφγν fi = iv
, φπνπ λi είλαη ε ζπρλφηεηα ηεο παξαηήξεζεο xi πξνο ην κέγεζνο λ 

ηνπ δείγκαηνο. Έηζη αλ πνιιαπιαζηαζηεί επί 100 εθθξάδεη ηελ πνζνζηηαία εκθάληζε ηεο 

παξαηήξεζεο xi ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο.  

Α4). α). Λ β). Λ  γ). ΢  δ). Λ ε). ΢ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Έλα  θνπηί πεξηέρεη  άζπξεο,  θφθθηλεο θαη  καχξεο ζθαίξεο. Παίξλνπκε ηπραία κηα ζθαίξα.  

Ζ πηζαλφηεηα λα είλαη καχξε είλαη P(M) = 
1

4
, ε πηζαλφηεηα λα είλαη άζπξε είλαη P(A) = 4 ι

2 

θαη ε πηζαλφηεηα λα είλαη θφθθηλε είλαη P(K) = 5 ι + 
7

4
, φπνπ ι  R. Αλ γηα ην πιήζνο Ν(Ω) ησλ 

ζθαηξψλ πνπ ππάξρνπλ ζην θνπηί ηζρχεη 64 < Ν(Ω) < 72, ηφηε 

Β1).  Να δείμεηε φηη Ν(Ω) = 68.                                                                                           Μνλάδεο 6 

Β2).  Να ππνινγηζηεί ε ηηκή ηνπ ι.                                                                                      Μνλάδεο 8 

Β3). Να βξείηε πφζεο άζπξεο, πφζεο καχξεο θαη πφζεο θφθθηλεο ζθαίξεο ππάξρνπλ ζην θνπηί. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 6 

Β4). Παίξλνπκε ηπραία κία ζθαίξα. Να βξεζεί ε πηζαλφηεηα απηή λα είλαη άζπξε ή καχξε. 

                                                                                                                                              Μνλάδεο 5 
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ΛΤ΢Ζ 

Β1). P(M) = 
1

4
  

1

4
  N(Ω) = 4 N(M).  

Οπφηε    64 < N(Ω) < 72  64 < 4 N(M) < 72  
64

4
 < N(M) < 

72

4
  16 < N(M) < 18.  

Άξα N(M) = 17. Άξα  N(Ω) = 4 17 = 68.  

 

 

Β2). P(A) =   Ρ(A) = 
68

  Ν(Α) = 68 P(A) = 68 4·ι
2
.  

P( K) =   Ρ(K) = 
68

  Ν(Κ) = 68 P(K) = 68
7

5
4

.  

P(M) =   Ν(Μ) = 68
1

4
  

Άξα N(A) + N(K) + N(M) = N(Ω)  68 4 ι
2
 + 68

7
5

4
 + 68

1

4
 = 68   

 4 ι
2
  5 ι + 

7 1

4 4
  1 = 0  4 ι

2
  5 ι + 1 = 0.  

Γ = 25  16 = 9 > 0,    ι1,2 = 
5 3

8
  {ι1 = 1  ή  ι = 1/4 }. 

 

Β ΣΡΟΠΟ΢ 

P(A) + P(Κ) + P(M) = 1  4 ι
2
  5 ι + 

7 1
1

4 4
  4 ι

2
  5 ι + 1 = 0  

Γ = ( 5)
2
  4 4 1 = 9 > 0 , ι1,2 = 

5 3

8
  {ι1 = 1  ή  ι = 1/4 }. 

Γηα ι = 1, έρνπκε : P(A) = 4 ι
2
 = 4 > 1 άηνπν.  

Γηα ι = 
1

4
, έρνπκε : P(A) = 4 ι

2
 = 4

1 1

16 4
,    P(K) =  l + 

7 5 7 2 1

4 4 4 4 2
,   P(M) = 

1

4
.  

 

Β3). ΢ην θνπηί ππάξρνπλ : 

N(A) = P(A) N(Ω) = 
1

4
68 = 17 άζπξεο ζθαίξεο.  

N(K) = P(K) Ν(Ω) = 
1

2
68 = 34 θφθθηλεο ζθαίξεο N(M) = P(M) N(Ω) = 17 µαχξεο ζθαίξεο 

 

Β4). Δπηιέγνπκε µηα ζθαίξα ηπραία. Ζ πηζαλφηεηα απηή λα είλαη άζπξε ή καχξε είλαη :  

P(A M) = P(A) + P(M) = 
1 1 2 1

4 4 4 2
. 
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ΘΔΜΑ Γ 

Οη πσιήζεηο, ζε ρηιηάδεο επξψ, πνπ έγηλαλ απφ ηνπο πσιεηέο κηαο εηαηξείαο θαηά ηε δηάξθεηα ελφο 

έηνπο νκαδνπνηήζεθαλ ζε πίλαθα ζπρλνηήησλ κε θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Σν αληίζηνηρν πνιχγσλν 

ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ fi % έρεη δηαδνρηθέο θνξπθέο ηηο : Α(8, 0), Β(10, 10), Γ(12, 20), Γ(14, y∆), 

E(16, yΔ), Ε(18, 10), Ζ(20, 0), φπνπ y∆, yΔ νη ηεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ Γ θαη Δ ηνπ πνιπγψλνπ 

ΑΒΓ∆ΔΕΖ. 

Γ1). Να ππνινγηζηνχλ νη ηεηαγκέλεο y∆ θαη yΔ ησλ θνξπθψλ ∆ θαη Δ, αλ επηπιένλ γλσξίδνπκε φηη ε  

       κέζε ηηκή ησλ πσιήζεσλ ζηε δηάξθεηα ηνπ έηνπο είλαη 14.200 επξψ θαη ην επζχγξακκν ηκήκα  

       ΓΔ είλαη παξάιιειν πξνο ηνλ νξηδφληην άμνλα                                                            Μνλάδεο 7 

Γ2). Να ζρεδηαζηεί ην πνιχγσλν ησλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ fi %.                                      Μνλάδεο 3 

Γ3). Να θαηαζθεπαζηεί ν πίλαθαο ησλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ fi % ηεο θαηαλνκήο ησλ πσιήζεσλ    

        πνπ έγηλαλ απφ ηνπο πσιεηέο ηεο εηαηξείαο θαηά ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο.                  Μνλάδεο 7  

Γ4). Ζ δηεχζπλζε ηεο εηαηξείαο απνθάζηζε ηε ρνξήγεζε ελφο επηπιένλ εθάπαμ πνζνχ ζε φζνπο  

       πσιεηέο έρνπλ θάλεη εηήζηεο πσιήζεηο ηνπιάρηζηνλ 15.000 επξψ. Να ππνινγηζηεί ην πνζνζηφ  

       ησλ πσιεηψλ πνπ ζα ιάβνπλ απηφ ην πνζφ.                                                                 Μνλάδεο 4  

Γ5). Σν εκβαδφλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη απφ ην πνιχγσλν ζπρλνηήησλ ηεο θαηαλνκήο ησλ  

       πσιήζεσλ νη νπνίεο έγηλαλ απφ ηνπο πσιεηέο ηεο εηαηξείαο θαηά ηε δηάξθεηα ελφο έηνπο θαη  

       ηνπ νξηδφληηνπ άμνλα είλαη 80. Να βξείηε ηνλ αξηζκφ ησλ  πσιεηψλ πνπ δηθαηνχληαη ην   

       εθάπαμ πνζφ πνπ αλαθέξεηαη ζην Γ4 εξψηεκα.                                                           Μνλάδεο 4  

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). A(8, 0), B(10,16), Γ(12, 20) Γ(14, y∆),  Δ(16, ,yE), Ε(18, 10),  Ζ(20, 0) 

x  = 14,2.  

ΓΔ // xx   y∆ = yΔ.  
5 5 5

1 1 1

1 i
i i i i i

i i i

x x x x f   14,2 = 10 0,1 + 12 0,2 + 14
100

y
 + 16

100

y
 + 18 0,1 

 14,2 = 1 + 2,4 + 0,3 y∆ + 1,8  14,2  5,2 = 0,3 y∆  9 = 0,3 y∆  yΓ = yE = 30.  

 

Β ηξφπνο  

Έρνπκε  
1

i

i

f  = 100  10 + 20 + f3 + f4 + 10 = 100.   

Όκσο y∆ = yE  f3 % = f4 %,  άξα  2 f3 % = 60 ⇒ f3 %= 30 % άξα f3 = f4 = 30 %.  

 

Γ2). xΒ  xΑ = c  c = 2.  

1
ε
 θιάζε [α, β) φπνπ  

α  xB  c = 10  
2

2
 = 9.  

 

 

fη % 

10 

20 

Β 

Γ 

Α 

8 10 12 14 16 18 20 

Ε 

Ζ 

xη 

30 
Γ Δ 

(3) 
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Γ3)  

Κιάζεηο ζε 

ρηι.€  [ , ) 

΢ρεη.ζπρλνη 

fi % 

9  12 

11  13 

13  15 

15  17 

17  19 

10 

20 

30 

30 

10 

΢χλνιν 100 

 

Γ4).  

Οη πσιεηέο πνπ ζα πάξνπλ ηελ ρνξήγεζε ηνπ επηπιένλ εθάπαμ είλαη: Γηα x > 15 έρνπκε :  

f4 % + f5  % = 30 % +10 % = 40 %.  

 

Γ5). λ = 80.  

f1 = 1   0,10 = 1

80
  v1 = 8.                       f2 = 2   0,20 = 2

80
  v3 = 16.  

f3 = 3   0,30 = 3

80
  v1 = 24.                     f4 = 4   0,30 = 4

80
  v4 = 24.  

f5 = 5   0,10 = 5

80
  v5 = 8. Άξα, νη πσιεηέο πνπ δηθαηνχληαη ην εθάπαμ πνζφ είλαη 24+8=32.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
21 11 2

3 10 5
x x x

e ,  x  R.  

Γ1). Να κειεηεζεί ε f σο πξνο ηε κνλνηνλία.                                                                      Μνλάδεο 8 

Γ2). Αλ Α, Β δχν ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε Α  Β θαη Ρ(Α), Ρ(Β) είλαη νη ζέζεηο  

        ησλ ηνπηθψλ αθξνηάησλ ηεο ζπλάξηεζεο f λα ππνινγηζηνχλ νη πηζαλφηεηεο  

        Ρ(Α Β), Ρ(Α  Β), Ρ(Α Β), Ρ(Β  Α).                                                                       Μνλάδεο 8 

Γ3). Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  h(x) = 

21 3 1

5 2 3

x
x x

e ,  x  R. 

        α). Να ιπζεί ε εμίζσζε f(x) = h(x).                                                                             Μνλάδεο 3 

        β). Αλ x1 < x2 < x3 νη ξίδεο ηεο παξαπάλσ εμίζσζεο θαη vi = 2 xi + 1, i = 1, 2, 3 νη ζπρλφηεηεο  

             ησλ παξαηεξήζεσλ xi ηφηε λα βξείηε ηε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ.               Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Έρνπκε  f(x) = 
21 11 2

3 10 5
x x x

e  = 
3 21 11 2

3 30 15
x x x

e , x  R.  

H f παξαγσγίζηκε κε  f (x) = 
3 2

'
1 11 2

3 30 15
x x x

e  = 
3 2

'1 11 2

3 23 30 15
1 11 2

3 30 15

x x x

e x x x  

Άξα f (x) =  
3 21 11 2

23 30 15
11 2

15 15

x x x

e x x  

Δπεηδή ηζρίεη 
3 21 11 2

3 30 15 0
x x x

e , επνκέλσο f (x) = 0  
2 11 2

0
15 15

x x   15 x
2
  11 x + 2 = 0 
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Γ = 11
2
  4 15 2 = 121  120 = 1 > 0. Άξα x1,2 = 

1

2

12 2

11 1 30 5

10 130

30 3

x

x

 , ηζρχεη 
1 2

3 5
. 

x�                        

1/ 3                             

2/5                             

+ ��f 

(x)�+� �

                       1/ 

3                             

2/5                             

+ ��f 

(x)�+� �

�f 

(x)�+� �

f 

(x)�+� �

+� �+��f

(x)�

�+��f(x)

�

�

�

��                                 
max                             

min
                                      

+��f(x)�

�f(x)�

f(x)�

�

�

��                                 
max                             

min
                                      

�

��                                 
max                             

min
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��                                 
max                             

min
                                      

�                                 
max                             

min
                                      

                                 
max                             

min
                                      

 Γηα x  

( , 1/3]  ε 

f είλαη 

γλεζίσο 

αχμνπζα.  

 Γηα x 

[1/3, 2/5]  

ε f είλαη 

γλεζίσο 

θζίλνπζα.  

 Γηα x  

[2/5, + ) ε f 

είλαη 

γλεζίσο 

αχμνπζα. 

x�                        

1/ 3                             

2/5                             

+ ��f 

(x)�+� �

                       1/ 

3                             

2/5                             

+ ��f 

(x)�+� �

�f 

(x)�+� �

f 

(x)�+� �

+� �+��f

(x)�

�+��f(x)

�

�

�

��                                 
max                             
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min
                                      

+��f(x)�

�f(x)�

f(x)�

�

�

��                                 
max                             

min
                                      

�

��                                 
max                             

min
                                      

��                                 
max                             

min
                                      

�                                 
max                             

min
                                      

                                 
max                             

min
                                      

                                 
max                             min

                                      

 Γηα x  ( , 1/3]  ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα.  

 Γηα x [1/3, 2/5]  ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.  

 Γηα x  [2/5, + ) ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα. 

 

Γ2). Ηζρχεη Α  Β άξα Ρ(Α) ≤ Ρ(Β). Οη ζέζε πνπ ε f παξνπζηάδεη αθξφηαην είλαη 

x = 
1

3
 θαη x = 

2

5
 ,  

1 2

3 5
 νπφηε Ρ(Α) = 

1

3
 θαη Ρ(Α) = 

1

3
 θαη Ρ(Β) = 

2

5
.    

Έρνπκε 

φκσο  A  B 

νπφηε 

πξνθχπηεη :  

A B = B  

P(A B) = 

P(B) = 
2

5
. 

Α B = A  

P(A B) = 

P(A) = 
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1

3
.�

 

Α 

Β Ω 

��P(A  B) 

= P(A)  

P(A B) = 

1 1

3 3
 = 0.  

 

P(A  B) = P(A)  P(A B) = 
1 1

3 3
 = 0.  

P(B  A) = P(B)  P(A B) = 
2 1 6 5 1

5 3 15 15 15
.  

Γ3). α). h(x) = 

21 3 1

5 2 3

x
x x

e ,  x  R.  

f(x) = h(x)  

21 3 1

5 2 3

x
x x

e   = 
21 11 2

3 10 5
x x x

e   
21 3 1

5 2 3

x
x x   = 

21 11 2

3 10 5
x x x    

 
23 1

3
2 3

x
x x   = 

2 11 2
5

10 5
x x x   

2
23 1 11 2

3 5 0
2 3 10 5

x
x x x x x   

 
2

29 11
3 1 5 2 0

2 2

x
x x x x   

2 5
3 0

2 2

x
x x    

 
2 5 6 0x x x  άξα νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη x = 0 ή x = 2 ή x = 3.  

 

Γ3). β). επεηδή x1 < x2 < x3, έρνπκε : x1 = 0, x2 = 2, x2 = 3  

Άξα λ1 = 2 x1 + 1,  λ2 = 2 x2 + 1, λ3 = 2 x3 + 1 θαη λ1 = 1, λ2 = 5,  λ3 = 7.  

xi λi xi λi 

0 

2 

3 

1 

5 

7 

0 

10 

21 

΢χλνια 13 31 
 

 

Άξα 
31

13
x .  

 

 

 

 

ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΠΑΝΔΛΛΖΝΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢  Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ  

΢ΑΒΒΑΣΟ 4 ΗΟΤΝΗΟΤ 2011  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢  

 

ΘΔΜΑ Α  

Α1). Γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω λα απνδείμεηε φηη :   

        P(A B) = P(A) + P(B)  P(A B).                                                                              Μνλάδεο 7  

Α2). Έζησ έλαο δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = {σ1, σ2, . . . , σλ} κε πεπεξαζκέλν πιήζνο ζηνηρείσλ.  

        Να δηαηππψζεηε ηνλ αμησκαηηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο.                                         Μνλάδεο 4  
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Α3). Πφηε ιέκε φηη κία ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα ζεκείν x0
 
ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ  

        ηεο Α ;                                                                                                                           Μνλάδεο 4  

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο,  

        αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε.  

        α). Αλ x > 0, ηφηε (x)  = 
1

x
.   

        β). Αλ κηα ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζε έλα δηάζηεκα Γ θαη ηζρχεη f (x) > 0, γηα θάζε  

              εζσηεξηθφ ζεκείν ηνπ Γ, ηφηε ε f είλαη γλεζίσο αχμνπζα ζην Γ.  

        γ). Ζ αζξνηζηηθή ζπρλφηεηα Νi 
 
κίαο θαηαλνκήο εθθξάδεη ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ  

             είλαη κηθξφηεξεο ή ίζεο ηεο ηηκήο xi.  

        δ). ΢ηελ θαλνληθή θαηαλνκή ην 95 % πεξίπνπ ησλ παξαηεξήζεσλ βξίζθεηαη ζην δηάζηεκα  

             ( x  – S, x  + S), φπνπ x  ε κέζε ηηκή θαη S ε ηππηθή απφθιηζε.  

         ε). Ζ δηάκεζνο (δ) ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ, νη νπνίεο έρνπλ δηαηαρζεί ζε αχμνπζα  

              ζεηξά, νξίδεηαη πάληα σο ε κεζαία παξαηήξεζε.                                                 Μνλάδεο 10  

ΛΤ΢Ζ 

A1). ΢ρνιηθφ βηβιίν, ζειίδα151. 

Α2). ΢ρνιηθφ βηβιίν, ζειίδα149. 

Α3). ΢ρνιηθφ βηβιίν, ζειίδα 22.  

Α4).  α). Λάζνο     β). ΢σζηφ      γ). ΢σζηφ      δ). Λάζνο       ε). Λάζνο.       

 

ΘΔΜΑ B  

Τπνζέηνπκε φηη νη ζεξκνθξαζίεο (ζε 
o
C ) ζε κηα πεξηνρή θαηά ηε δηάξθεηα ελφο 24ψξνπ 

πξνζεγγίδνληαη απφ ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο ζ(t) = t – 4 t + α, φπνπ α  R θαη t  (0, 24]  

ν ρξφλνο ζε ψξεο.  

Β1). Να απνδείμεηε φηη γηα t  (0, 4] ε ζεξκνθξαζία κεηψλεηαη θαη γηα t  (4, 24] ε ζεξκνθξαζία  

        απμάλεηαη.                                                                                                                     Μνλάδεο 7  

Β2). Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηνπ α, αλ γλσξίδεηε φηη ε ειάρηζηε ζεξκνθξαζία ηεο πεξηνρήο εληφο  

        ηνπ 24ψξνπ είλαη 1 
o
C.                                                                                               Μνλάδεο 6  

B3). Γηα α = 3, λα βξείηε ηηο ψξεο πνπ ε ζεξκνθξαζία ηεο πεξηνρήο είλαη 0 
o
C.                 Μνλάδεο 5  

Β4). Να ππνινγίζεηε ην 
24

'
lim

16t

t

t
.                                                                                    Μνλάδεο 7  

ΛΤ΢Ζ 

Β1). ζ (t) = (t  4 t  + α)  = 1  
2

t
 = 

2t

t
 , t  (0, 24].  

 ζ (t) < 0   
2t

t
 < 0  t   2 < 0  t < 4. Άξα ε ζεξκνθξαζία κεηψλεηαη γηα t  (0, 4].  

 ζ (t) > 0   
2t

t
 > 0  t   2 > 0  t > 4. Άξα ε ζεξκνθξαζία απμάλεηαη γηα t  (4, 24]. 

 

Β2). ζmin = ζ(4)   1 = α  4  α = 3. 

 

Β3). ζ(t) = 0  t  4 t  + 3 = 0  x
2
  4 x + 3 = 0  { x = 1 ή x = 3 }  {t = 1 ή t = 9 }.  
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B4). 
2 2 24 4 4 4

2

' 2 4
lim lim lim lim

16 16 16 4 4 2t t t t

t

t t tt

t t t t t t t t
  =  

      = 
4

1
lim

4 2t t t t
 = 

1

64
.  

 

ΘΔΜΑ Γ  

Οη ειηθίεο ησλ εξγαδνκέλσλ ζε κηα εηαηξεία έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε 4 θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο, φπσο 

εκθαλίδνληαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπρλνηήησλ. 

ΖΛΗΚΗΔ΢ 

(ρξφληα) 

xi λi fi 
 
% Νi Fi % xi λi 

[25,  )   x    

[   ,    )   x + 20    

[   ,   )   2 x    

[   ,   )   x
2
  6 x 50   

΢χλνιν       
 

Γ1). Να βξεζνχλ νη ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο fi 
 
%, i = 1, 2, 3, 4.                                               Μνλάδεο 6  

Γ2). Αλ ε δηάκεζνο ηεο θαηαλνκήο ησλ ειηθηψλ είλαη δ = 50 ρξφληα, λα απνδείμεηε φηη ην πιάηνο  

       ηεο θιάζεο είλαη c = 10.                                                                                                Μνλάδεο 8  

Γ3). Aθνχ κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ζπκπιεξσκέλν θαηάιιεια, λα  

        ππνινγίζεηε ηελ κέζε ηηκή x  ησλ ειηθηψλ.                                                                Μνλάδεο 6  

Γ4). Πφζνη εξγαδφκελνη, ησλ νπνίσλ νη ειηθίεο αλήθνπλ ζηελ πξψηε θιάζε, πξέπεη λα    

       πξνζιεθζνχλ, ψζηε ε λέα κέζε ειηθία λα είλαη 40 ρξφληα ;                                        Μνλάδεο 5  

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). % 100%if   x + x + 20 + 2 x + x
2
  6 x = 100  x

2
  2 x  80 = 0   

 { x = 10 ή  x =  8 απνξξίπηεηαη}.  

Άξα f1 % = 10 % ,  f2 % = 30 % , f3 % = 20 %  θαη f4 % = 40 %.  

 

Γ2).  

Κιάζεηο fi % Fi % 

[25, 15 + c] 10 10 

[25 + c, 25 + 2 c] 30 40 

[25 + 2 c, 25 + 3 c] 20 60 

[25 + 3 c, 25 + 4 c] 40 100 

΢χλνια 100  

Καηαζθεπάδνπκε ην ηζηφγξακκα θαη ην πνιψγσλν αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ  
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Σν Δ είλαη ην κέζν ηνπ ΑΓ θαη ε ΔΕ είλαη κεζνπαξάιιειε ησλ ΑΒ θαη ΓΓ, άξα ην Ε είλαη ην κέζν 

ηνπ ΓΒ θαη ε ΕΗ είλαη κεζνπαξάιιειε ησλ ΓΖ θαη ΒΓ, άξα ην Η είλαη ην κέζν ηνπ ΖΘ.  

25 2 25 3
50

2

c c
 50 + 5 c = 100  c = 10.  

Γ3).  

Κιάζεηο xi λi fi % Ni Fi % xi λi 

[25, 35] 30 5 10 5 10 150 

[35, 45] 40 15 30 20 40 600 

[45, 55] 50 10 20 30 60 500 

[55, 65] 60 20 40 50 100 1200 

΢χλνια  50 100   2450 

 

2450
49

50

i ix
x . H κέζε ηηκή ησλ ειηθηψλ είλαη 49 ρξφληα.  

 

Γ4). Έζησ φηη πξνζιακβάλνληαη x άηνκα πνπ αλήθνπλ ζηελ 1
ε
 θιάζε.  

Ο πίλαθαο ηφηε δηακνξθψλεηαη σο εμήο :  

Κιάζεηο xi λi xi λi 

[25, 35] 30 5 + x 150 + 30 x 

[35, 45] 40 15 600 

[45, 55] 50 10 500 

[55, 65] 60 20 1200 

΢χλνια  50 + x 2450 + 30 x 

 

Άξα 

'
2450 30

' 40
' 50

i ix x
x

x
  40 (50 + x) = 2450 + 30 x  2.000  +40 x = 2.450 + 30 x 

 10 x = 450  x = 45.  Άξα γηα λα γίλεη ε κέζε ειηθία 40 ρξφληα, πξέπεη λα πξνζιεθζνχλ 45 

άηνκα πνπ αλήθνπλ ζηελ πξψηε θιάζε.  

 

 

 

   

25 25+c 25+

2 c 

25+3

c 

25+4

c 

1

0 

40 

60 

10

0 

Fi 

% 

A 

Γ 
Δ 

Β 

Η Θ 
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ΘΔΜΑ Γ  

Δμαθφζηνη απφθνηηνη Γεπηεξνβάζκηαο Δθπαίδεπζεο, νη νπνίνη έρνπλ ηα ίδηα ηππηθά θαη νπζηαζηηθά 

πξνζφληα, ππνβάιινπλ αίηεζε πξφζιεςεο ζε δχν εηαηξείεο Α θαη Β. Γίλεηαη φηη ε πηζαλφηεηα, 

έλαο ηπραία επηιεγκέλνο απφ απηνχο:  

→ λα θξηζεί θαηάιιεινο γηα πξφζιεςε ζε κηα κφλν απφ ηηο εηαηξείεο Α θαη Β είλαη 
1

3
, ι  0. 

→ λα θξηζεί θαηάιιεινο γηα πξφζιεςε ην πνιχ ζε κηα απφ ηηο εηαηξείεο Α θαη Β είλαη 
3 1

3
,  

      ι  0  

→ λα κελ θξηζεί θαηάιιεινο γηα πξφζιεςε ζε θακία απφ ηηο δχν εηαηξείεο είλαη 
1

2
, ι  2.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ι = 4.                                                                                               Μνλάδεο 8  

Γ2). Απφ ηνπο 600 απνθνίηνπο πνπ ππέβαιαλ αίηεζε πξφζιεςεο ζηηο εηαηξείεο Α θαη Β, ε εηαηξεία 

Α έθξηλε θαηάιιεινπο γηα πξφζιεςε 50 ιηγφηεξνπο απφ φζνπο έθξηλε ε εηαηξεία Β.  

α). Πφζνη απφθνηηνη θξίζεθαλ θαηάιιεινη γηα πξφζιεςε κφλν απφ ηελ εηαηξεία Α, πφζνη θξίζεθαλ  

     θαηάιιεινη γηα πξφζιεςε κφλν απφ ηελ εηαηξεία Β θαη πφζνη απφθνηηνη ζα βξεζνχλ ζην  

     δίιεκκα λα επηιέμνπλ ζε πνηα απφ ηηο δχν εηαηξείεο ζηηο νπνίεο θξίζεθαλ θαηάιιεινη γηα  

     πξφζιεςε, επηζπκνχλ λα εξγαζηνχλ ;                                                                             Μνλάδεο 7  

β). Να απνδείμεηε φηη 300 απφθνηηνη θξίζεθαλ θαηάιιεινη γηα πξφζιεςε, απφ ηηο εηαηξείεο Α ή Β.  

                                                                                                                                               Μνλάδεο 6  

Γ3). ΢ηνπο απνθνίηνπο πνπ δελ θξίζεθαλ θαηάιιεινη γηα πξφζιεςε δίλεηαη ε δπλαηφηεηα  

        παξαθνινχζεζεο πξνγξάκκαηνο επηκφξθσζεο. Αλ ε πηζαλφηεηα εχξεζεο εξγαζίαο γηα απηνχο  

        πνπ ζα παξαθνινπζήζνπλ ην πξφγξακκα είλαη δηπιάζηα απφ ηελ αληίζηνηρε εθείλσλ πνπ δελ  

        ζα ην παξαθνινπζήζνπλ, λα ππνινγίζεηε πφζνη απφθνηηνη απφ απηνχο, πνπ δελ θξίζεθαλ  

        θαηάιιεινη γηα πξφζιεςε, ζα βξνπλ εξγαζία.                                                            Μνλάδεο 4  

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). Ρ((Α  Β) (Β  Α)) = 
1

3
.  

Ρ((Α Β) ) = 
3 1

3
  Ρ(Α Β) = 1  

3 1

3
 = 

1

3
.  

Ρ((Α Β) ) = 
1

2
  Ρ(Α Β) = 1   

1

2
 = 

3

2
.  

Ρ((Α  Β) (Β  Α)) = Ρ(Α  Β) + Ρ(Β  Α)  = Ρ(Α)  Ρ(Α Β) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β) =  

                                  = Ρ(Α Β)  Ρ(Α Β)  

 
1 3 1

3 2 3
  

2 3

3 2
  3 ι

2
  9 = ι

2
  4  2 ι

2
  9 ι + 4 = 0   

 { ι = 4 ή ι = 
1

2
 απνξξίπηεηαη, αθνχ Ρ((Α Β)΄) < 0 }  ι = 4.  

 

Γ2). α). Γηα ι = 4, είλαη Ρ(Α Β) = 
1

2
  θαη Ρ(Α Β) = 

1

12
.  

Ν(Α) = Ν(Β)  50      (1) 

Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β)  
1 1

2 600 600 12
  300 = Ν(Α) + Ν(Β)  50   
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 Ν(Α) + Ν(Β)  50 = 300  Ν(Β)  50 + Ν(Β)  50 = 300  Ν(Β) = 200 θαη Ρ(Β) = 
200 1

600 3
. 

(1)  Ν(Α) = 150 θαη Ρ(Α) = 
150 1

600 4
.  

Ρ(Α  Β) = Ρ(Α)  Ρ(Α Β) = 
1 1 1

4 12 6
  

( ) 1

600 6
  Ν(Α  Β) = 100, άξα 

100 θξίζεθαλ θαηάιιεινη κφλν απφ ηελ εηαηξεία Α.  

 

Ρ(Β  Α) = Ρ(Β)  Ρ(Α Β) = 
1 1 1

3 12 4
  

1

600 4
  Ν(Β  Α) = 150, άξα  

150  θξίζεθαλ θαηάιιεινη κφλν απφ ηελ εηαηξεία Β.  

 

Ρ(Α Β) = 
1

12
  

1

600 12
  Ν(Α Β) = 50, άξα  

50 θξίζεθαλ θαηάιιεινη θαη απφ ηηο δχν εηαηξείεο θαη ζα βξεζνχλ ζην δίιιεκα λα επηιέμνπλ ζε 

πνηα απφ ηηο δχν εηαηξίεο επηζπκνχλ λα πξνζιεθζνχλ.  

 

β). Ρ(Α Β) = 
1

2
  

( ) 1

600 2
  Ν(Α Β) = 300, άξα  

300 θξίζεθαλ θαηάιιεινη λα πξνζιεθζνχλ απφ ηηο εηαηξίεο Α ή Β.  

 

Γ3). Ρ(Α Β) = 
1

2
  Ρ((Α Β) ) = 

1

2
  Ν((Α Β) ) = 300, άξα 300 απφθνηηνη θξίζεθαλ 

αθαηάιιεινη απφ ηηο εηαηξίεο Α θαη Β 

Γ : Ο απφθνηηνο πνπ θξίζεθε αθαηάιιεινο βξίζθεη εξγαζία.  

Ρ(Γ) = 2 Ρ(Γ )  Ρ(Γ) = 2 [1  Ρ(Γ)]  Ρ(Γ) = 2  2 Ρ(Γ)  Ρ(Γ) = 
2

3
  

2

3'
   

 
2

300 3
  Ν(Γ) = 200,  άξα 200 απφ απηνχο πνπ θξίζεθαλ αθαηάιιεινη θαη απφ ηηο δχν 

εηαηξίεο ζα βξνχλ εξγαζία.  
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ΠΑΝΔΛΛΖΝΗΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ' ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΣΔΣΑΡΣΖ 23 ΜΑΪΟΤ 2012 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Αλ νη ζπλαξηήζεηο f, g είλαη παξαγσγίζηκεο ζην R, λα απνδείμεηε φηη :  

      (f(x) + g(x))  = f (x) + g (x), x  R.                                                                            Μνλάδεο 7 

Α2). ΢ε έλα πείξακα κε ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα λα δψζεηε ηνλ θιαζηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο  

      ελφο ελδερνκέλνπ Α.                                                                                                    Μνλάδεο 4 

Α3). Πψο νξίδεηαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ή ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο κηαο κεηαβιεηήο Υ,  

     αλ x  > 0 θαη πψο, αλ x  < 0 ;                                                                                        Μνλάδεο 4 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδην ζαο, δίπια ζην  

     γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή      

     Λάζνο, αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

     α). Σν θπθιηθφ δηάγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη κφλν γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε πνζνηηθψλ  

         δεδνκέλσλ                                                                                                                   

     β). Ζ παξάγσγνο ηεο f ζην x0 εθθξάδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηνπ y = f(x) σο πξνο x, φηαλ  

         x = x0.             

     γ). Αλ Α,Β ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε Α  Β, ηφηε ηζρχεη φηη Ρ(Α) > Ρ(Β)  

     δ). Σν εχξνο, ε δηαθχκαλζε θαη ε ηππηθή απφθιηζε ησλ ηηκψλ κηαο κεηαβιεηήο είλαη κέηξα  

         δηαζπνξάο.  

     ε). 
0

lim
x x

εκρ = εκx0, x0  R.                                                                                        Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ  

A1). Θεσξία ΢ρνιηθνχ βηβιίνπ ζει. 31. 

Έζησ ε ζπλάξηεζε ( ) ( ) ( )F x f x g x . Έρνπκε 

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))F x h F x f x h g x h f x g x  

    ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))f x h f x g x h g x , 

θαη γηα 0h , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x h F x f x h f x g x h g x

h h h
. 

Δπνκέλσο 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim ( ) ( ).
h h h

F x h F x f x h f x g x h g x
f x g x

h h h  

Άξα   ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x f x g x  

 

Α2). Θεσξία ΢ρνιηθνχ βηβιίνπ ζει. 148. 

ζε έλα πείξακα κε ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα λα νξίζνπκε σο πηζαλφηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ  Α  

ηνλ αξηζκφ : 
Πιήζνο Δπλντθψλ Πεξηπηψζεσλ ( )

( )
Πιήζνο Γπλαηψλ Πεξηπηψζεσλ ( )

N
P A

N
. 

 

Α3). Θεσξία ΢ρνιηθνχ βηβιίνπ ζει. 96 

΢πληειεζηήο κεηαβνιήο ή ζπληειεζηήο κεηαβιεηφηεηαο (coefficient of variation), ν νπνίνο νξίδεηαη 

απφ ην ιφγν: 
ή φ

100% 100%
έ ή

s
CV

x
.   

Αλ x  < 0, ηφηε CV = 
s

x
.  

Α4).  α). Λ       β). ΢        γ). Λ        δ). ΢        ε). ΢ 
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ΘΔΜΑ Β 

Οη ρξφλνη (ζε ιεπηά) πνπ ρξεηάζηεθαλ νη 

καζεηέο κηαο ηάμεο γηα λα ιχζνπλ έλα 

καζεκαηηθφ πξφβιεκα αλήθνπλ ζην 

δηάζηεκα [5, 45) θαη έρνπλ νκαδνπνηεζεί 

ζε ηέζζεξηο θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Σα 

δεδνκέλα ησλ ρξφλσλ εκθαλίδνληαη ζην 

παξαθάησ ηζηφγξακκα αζξνηζηηθψλ 

ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ επί ηνηο εθαηφ. 

 

 
Β1). Με βάζε ην παξαπάλσ ηζηφγξακκα αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ επί ηνηο εθαηφ, λα   

     ππνινγίζεηε ηε δηάκεζν ησλ ρξφλσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ νη καζεηέο.                             Μνλάδεο 4 

Β2). ΢ηνλ επφκελν πίλαθα ζπρλνηήησλ ηεο θαηαλνκήο ησλ ρξφλσλ, λα απνδείμεηε φηη α = 8.     

                                                                                                                                            (κνλάδεο 3)  

     θαη λα κεηαθέξεηε ηνλ πίλαθα θαηάιιεια ζπκπιεξσκέλν ζην ηεηξάδην ζαο.       (κνλάδεο 5) 

 

Υξφλνη 

(ιεπηά) 

xi vi Fi % Ni Fi % 

[5,  )  α + 4    

[,   )  3 α  6    

[ ,  )  2 α + 8    

[ , 45)  α  2    

΢χλνιν      
 

Β3). Να βξεζεί ε κέζε ηηκή x  θαη ε ηππηθή απφθιηζε S ησλ ρξφλσλ πνπ ρξεηάζηεθαλ νη καζεηέο. 

     (Γίλεηαη φηη : 84  = 9,17).                                                                                              Μνλάδεο 8 

Β4). Να βξεζεί ην πνζνζηφ ησλ καζεηψλ πνπ ρξεηάζηεθαλ ηνπιάρηζηνλ 37 ιεπηά λα ιχζνπλ ην  

     καζεκαηηθφ πξφβιεκα.                                                                                                    Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

 

Β1). Σξφπνο α 

 Δπεηδή ε δηάκεζνο είλαη ε ηηκή γηα ηελ νπνία ην πνιχ 50 % ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη   

        κηθξφηεξεο απφ απηήλ θαη ην πνιχ 50% ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κεγαιχηεξεο απφ απηήλ,   

       πξνθχπηεη φηη δ = 25. 

 

Σξφπνο β 

Αλ ζην δηάγξακκα ζρεκαηίζνπκε ηελ πνιπγσληθή γξακκή, παξαηεξνχκε φηη ην 50 % ηνπ δείγκαηνο 

πξνβάιιεηαη ζηνλ νξηδφληηα άμνλα ζην 25, άξα δ = 25.  

 

Β2). Σξφπνο α 

Δπεηδή ε δηάκεζνο είλαη δ = 25, άξα νη ζπρλφηεηεο ησλ θιάζεσλ [5, 15), [15, 25) είλαη ην κηζφ 

κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο, θαη νη θιάζεηο [35, 35), [35, 45) ην άιιν κηζφ ηνπ δείγκαηνο, δειαδή   

α + 4 + 3 α  6 = 2 α + 8 + α  2  α = 8.  

 

Σξφπνο β 
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Σν κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο λ ηζνχηαη κε 
4

1

i

i

 = 7 α + 4.  

Απφ ην ηζηφγξακκα αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ % έρνπκε φηη  

F2 = 0,5  2 0,5  
4 2 1

7 4 2
  α = 8.  

Ο πίλαθαο ζπρλνηήησλ ζπκπιεξψλεηαη κε βάζε ην ηζηφγξακκα αζξνηζηηθψλ ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ 

(Fi %) θαη κε ρξήζε ησλ ηχπσλ : 

fi % = 100 i ,  γηα  i = 1, 2, 3 , 4. 

Νi = λ1 + λ2 +     + λi, γηα  i = 1, 2, 3, 4. 

Fi % = f1 % + f2 % +    + fi % , γηα  i = 1, 2, 3, 4.  

 

Υξφλνη 

(ιεπηά) 

xi vi fi % Ni Fi % xi λi 

[5, 15) 10 12 20 12 20 120 

[15, 25) 20 18 30 30 50 360 

[25, 35) 30 24 40 54 90 720 

[35, 45) 40 6 10 60 100 240 

΢χλνια  60 100   1440 

 

Β3). Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο κέζεο ηηκήο έρνπκε :  
4

1 1

1 1 1
1440 24

60 60
i i i ix x x . 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο δηαθχκαλζεο έρνπκε : S
2
 = 

42 2

1 1

1 1
24 84

60
i i i ix x x x .  Άξα : 5 = 84  = 9,17.  

 

Β4). Σξφπνο α 

Δληφο ηεο θιάζεο [35, 45), νη παξαηεξήζεηο ζεσξνχκε φηη θαηαλέκνληαη νκνηφκνξθα.  

Σν πιάηνο ηεο θιάζεο είλαη 45  35 = 10 θαη πεξηέρεη  10 % ησλ παξαηεξήζεσλ.  

Σν ηκήκα πνπ καο ελδηαθέξεη είλαη 45  37 = 8 άξα πεξηέρεη 
8

10
10 = 8 % ησλ παξαηεξήζεεσλ.     

Σξφπνο β  

Έζησ y ην πνζνζηφ ησλ καζεηψλ πνπ ρξεηάζηεθαλ ρξφλν ζην δηάζηεκα [37, 45).  

Δπεηδή ζεσξνχκε φηη νη παξαηεξήζεηο θαηαλέκνληαη νκνηφκνξθα ζε θάζε θιάζε έρνπκε : 

45 37

45 35 10

y
  y = 8.  

Άξα, ην 8% ησλ καζεηψλ ρξεηάζηεθε ηνπιάρηζηνλ 37 ιεπηά γηα λα ιχζεη ην καζεκαηηθφ πξφβιεκα. 
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ΘΔΜΑ Γ 

Απφ ηνπο καζεηέο κηαο ηάμεο ελφο ζρνιείνπ επηιέγνπκε ηπραία έλαλ καζεηή. Αλ λ θπζηθφο αξηζκφο 

κε λ  3, ηφηε ε πηζαλφηεηα ηνπ ελδε
3
νκέλνπ ν καζεηήο λα καζαίλεη  

 Γαιιηθά είλαη  
2

3

1

v
.  

 Ηζπαληθά είλαη 
2

2

1

v
. 

 θαη ηηο δπν παξαπάλσ γιψζζεο είλαη 
2

2

1
.    

 κία ηνπιάρηζηνλ απφ ηηο παξαπάλσ γιψζζεο είλαη ίζε κε ην φξην 

2

21

2 3 2
lim
x

x

x x
.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ην ελδερφκελν ν καζεηήο λα καζαίλεη κία ηνπιάρηζηνλ απφ ηηο παξαπάλσ  

     δπν γιψζζεο είλαη βέβαην.                                                                                             Μνλάδεο 7 

Γ2). Να απνδείμεηε φηη λ = 3.                                                                                              Μνλάδεο 6 

Γ3). Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ηνπ ελδερνκέλνπ ν καζεηήο λα καζαίλεη κφλν κία απφ ηηο δπν  

     γιψζζεο.                                                                                                                         Μνλάδεο 6 

Γ4). Αλ ν αξηζκφο ησλ καζεηψλ πνπ καζαίλνπλ θαη ηηο δπν παξαπάλσ γιψζζεο είλαη 32, λα βξείηε  

     ηνλ αξηζκφ ησλ καζεηψλ ηεο ηάμεο.                                                                               Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Έζησ ηα ελδερφκελα : 

A : ν καζεηήο καζαίλεη Γαιιηθά κε: Ρ(A) = 
2

3

1
 

B : ν καζεηήο καζαίλεη Ηζπαληθά κε: Ρ(B) = 
2

2

1
.   

Γίλεηαη φηη: Ρ(A B) = 
2

1

1
.   

 

Γ1. Δίλαη : P(A B) = 

2

21

2 3 2
lim
x

x

x x
 = 

2 2

1 2 2

2 3 2 3 2
lim

3 2
x

x x

x x x
 =  

 = 

2

1 2

2 3 4
lim

1 3 2
x

x

x x x
 = 

2

1 2

2 1
lim

1 3 2
x

x

x x x
 = 

1 2

2 1 1
lim

1 3 2
x

x x

x x x
=  

 = 
1 2

2 1
lim

3 2
x

x

x x
 = 

2 1 1

1 2 2
 = 

2 1 1

1 2 2
 = 1. Άξα Ρ(Α Β) = 1.  

θαη άξα ην ελδερφκελν Α Β είλαη ην βέβαην ελδερφκελν. 

 

Γ2). ΢χκθσλα κε ηνλ πξνζζεηηθφ λφκν είλαη : Ρ(A B) = Ρ(A) + Ρ(B)  Ρ(A B)   

 
2

3

1
 + 

2

2

1
   

2

1

1
 = 1  

2

3 2 1

1
 = 1  

2

3 1

1
 = 1  λ

2
 + 1 = 3 λ + 1   

 λ
2
  3 λ = 0  λ (λ  3) = 0  λ = 3.  
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Γ3). Γηα λ = 3, έρνπκε : Ρ(Α) = 
9

10
, Ρ(Β) = 

5

10
, Ρ(Α Β) = 

4

10
,  

Ηζρχεη : Ρ[(Α  Β) (Β  Α)] = Ρ(Α)  Ρ(Α Β) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β)   

(Σα ελδερφκελα Α  Β, Β  Γ είλαη αζπκβίβαζηα)  

 Ρ(Α) + Ρ(Β)  Ρ(Α Β) Ρ(/) - Ρ(Γ Π /) = Ρ(Γ) + Ρ(/) - 2Ρ(Γ Π /) 

Καη  ηειηθά: Ρ((Α  Β) (Β  Α)) = 
9 5 4 6

2
10 10 10 10

.  

 

Γ4). Δίλαη: Ρ(Α Β) = 
4

10
.  

Δπεηδή ηα απιά ελδερφκελα είλαη ηζνπίζαλα έρνπκε φηη : Ρ(Α Β) = 
32

.  

θαη άξα : 
32 4

10
  4 Ν(Ω) = 320  Ν(Ω) = 80.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
21 ln x

x
, x > 0.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα.                                                            Μνλάδεο 5 

Γ2). Έζησ Μ(x, f(x)), x > 0 ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f. Ζ παξάιιειε επζεία απφ ην Μ  

        πξνο ηνλ άμνλα y y ηέκλεη ηνλ εκηάμνλα Ox ζην ζεκείν Κ(x, 0) θαη ε παξάιιειε επζεία απφ  

        ην Μ πξνο ηνλ άμνλα x x ηέκλεη ηνλ εκηάμνλα Oy ζην ζεκείν Λ(0, f(x)). Αλ O είλαη ε αξρή 

        ησλ αμφλσλ, λα απνδείμεηε φηη ην εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ παξαιιειφγξακκνπ ΟΚΜΛ  

        γίλεηαη ειάρηζην, φηαλ απηφ γίλεη ηεηξάγσλν.                                                              Μνλάδεο 7 

Γ3). Έζησ ε επζεία (ε) : y = ι x + β, β  10, ε νπνία είλαη παξάιιειε πξνο ηελ εθαπηνκέλε ηεο  

        γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν ΢(1, f(1)).  

        Θεσξνχκε δέθα ζεκεία (xi, yi), i = 1 , 2,    ,10 ηεο επζείαο ε, ηέηνηα ψζηε νη ηεηκεκελεο ηνπο  

        xi λα έρνπλ κέζε ηηκή x  = 10 θαη ηππηθή απφθιηζε Sx = 2. Να βξείηε γηα πνηεο ηηκέο ηνπ β ην  

        δείγκα ησλ ηεηαγκέλσλ yiησλ δέθα ζεκείσλ είλαη νκνηνγελέο.                                    Μνλάδεο 

8 

Γ4). Αλ Α θαη Β είλαη ελδερφκελα ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα, ηέηνηα  

        ψζηε  θαη Α Β   ηφηε λα απνδείμεηε φηη :  f(Ρ(Α)) + f(Ρ(Α Β))  2 f(Ρ(Α Β)).   

                                                                                                                                               Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). Ζ f είλαη παξαγσγίζηκε σο  πξάμε παξαγσγηζίκσλ κε : f (x) = 
2

2

2ln 1 lnx x

x
, γηα x > 0.  

f (x) = 

2

2

ln 1x

x
 < 0, γηα θάζε x > 0, θαη x  e , f (1) = 1.  

Οπφηε ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην (0, + ).  

Γ2). Γηα ην εκβαδφ ηνπ νξζνγσλίνπ έρνπκε : E(x) = x f(x), κε x > 0 θαη f(x) > 0.  

E(x) = 1 + ln
2
x,  Δ (x) = 

2 ln x

x
, γηα θάζε  x > 0.  

Λχλνπκε ηελ εμίζσζε : E (x) = 0, κε x > 0  lnx = 0  x = 1.  

Δπίζεο : Δ (x) > 0  lnx > 0  x > 1.  

Δπνκέλσο, θαηαζθεπάδνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα κνλνηνλίαο :  
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E (x)  0                                  1                                +  

E(x)   + 

    
                                                                      Διάρηζην 

 Σν εκβαδφλ ηνπ νξζνγσλίνπ γίλεηαη ειάρηζην φηαλ x = 1 νπφηε ην νξζνγψλην ΟΛΜΛ κε θνξπθέο 

0(0, 0), K(1, 0), Μ(1, 1), Λ(0, 1) είλαη ηεηξάγσλν. 

 

Γ3). Ζ εθαπηνκελε (ε) ηεο Cf  ζην ζεκείν ηεο ΢(1, f(1)) είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία  

(ε) : y = ι x + β,  κε β  10, άξα : ιε = ιε  f (1) = ι  ι = 1.  

Δθφζνλ (ε) : y = x + β, νη παξαηεξήζεηο έρνπλ ηε κνξθή : yi = xi + β, γηα i = 1, 2,    , 10.  

Οπφηε κε βάζε ηελ εθαξκνγή 3 (ζει 99) ηνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ πξνθχπηεη : y  = x  + β = 10 + β  

Καη Sy = 1 Sx = Sx = 2.  

Γηα λα είλαη ην δείγκα νκνηνγελέο ζα πξέπεη : CVy < 10 %.  

CVy  
10

100
  

2 1

10 10
  β  10   20  β  10 ή β  30.  

 
Γ4). Δπεηδή Α  Α Β είλαη : Ρ(Α)  Ρ(Α Β)  κε Ρ(Α), Ρ(Α Β)  (0, 1]  (0, + ).  

Δπεηδή ε f είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζα ηζρχεη : f(Ρ(A))  f(Ρ(A B))     (1) 

Οκνίσο, επεηδή :  

A B  (A Β) είλαη : Ρ(A Β)  Ρ(Α Β), κε Ρ(Α B), Ρ(A B)  (0, 1]  (0,  + ) θαη αθνχ ε f 

είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζα ηζρχεη : f(Ρ( B))  f(Ρ(A B))           (2) 

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο (1) θαη (2) παίξλνπκε : f(Ρ(A)) + f(Ρ(A Β))  2 f(Ρ(A B)).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο 

Μ(

x, 

y) 

K(

x, 

0) 

Λ(

0, 

y) 
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ΢ ΠΑΝΔΛΛΑΓΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢ Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΓΔΤΣΔΡΑ 10 ΗΟΤΝΗΟΤ 2013 - ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢ 

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Να απνδείμεηε φηη γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα Α θαη A′ ηζρχεη : P(A ) = 1  P(A).  

                                                                                                                                                     

Μνλάδεο 7 

Α2). Να νξίζεηε ην κέηξν δηαζπνξάο εχξνο ή θχκαλζε.                                                            

Μνλάδεο 4 

Α3). Ση νλνκάδεηαη παξάγσγνο κηαο ζπλάξηεζεο f ζην ζεκείν x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ ηεο;     

Μνλάδεο 4 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο, δίπια ζην 

γξάκκα  

        πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή Λάζνο, αλ ε  

        πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). 
0

lim
x x

(ζπλx) = ζπλx0.  

        β). (c f(x))  = c f (x). 

        γ). ΢ε κηα πνζνηηθή κεηαβιεηή αληί ηνπ ξαβδνγξάκκαηνο ρξεζηκνπνηείηαη ην δηάγξακκα  

             ζπρλνηήησλ. 

        δ). Έλα δείγκα ηηκψλ κηαο κεηαβιεηήο Υ ραξαθηεξίδεηαη νκνηνγελέο, φηαλ ν ζπληειεζηήο  

              κεηαβνιήο μεπεξλά ην 10 %.  

         ε). Γχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω ιέγνληαη αζπκβίβαζηα, φηαλ Α Β  

 

                                                                                                                                                   

Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α1). ΢ρνιηθφ βηβιίν ΢ει.151.  

Α2). ΢ρνιηθφ βηβιίν ΢ει. 92.  

Α3). ΢ρνιηθφ βηβιίν ΢ει.22.  

Α3). [α]. ΢   [β] ΢   [γ]. ΢ (ε κεηαβιεηή είλαη πνζνηηθή δηαθξηηή)   [δ]. Λ    [ε]. Λ 

 

ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 2 e
x

(2 x  3), x  R. Θεσξνχκε επίζεο δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο   

δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε f(x1) P(A) = x1 θαη  P(Β) = 
1

6

f x

e
, φπνπ ε f παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην 

x1.  

Β1). Να κειεηήζεηε ηε ζπλάξηεζε f σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξφηαηα.                           

Μνλάδεο 6 

Β2). Να απνδείμεηε φηη P(A) = 
1

2
  θαη P(B) = 

2

3
.                                                                      

Μνλάδεο 6 

Β3). Να απνδείμεηε φηη ηα ελδερφκελα Α θαη Β δελ είλαη αζπκβίβαζηα.                                   

Μνλάδεο 5 

Καη  

Β4). Να απνδείμεηε φηη  
1

6
 P(Α   Β )  

2

3
.                                                                             

Μνλάδεο 8 
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ΛΤ΢Ζ 

Β1). Έρνπκε f (x) = 2 e
x

(2 x  1), x  R.  Ηζρχεη f (x) = 0  x = 
1

2
. Άξα  

x                                 1/2                                         +  

f (x)  + 

f(x)   

 
                                     T.E. 

Ζ ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη νιηθφ ειάρηζην ζηελ ζέζε x1 = 
1

2
, κε ειάρηζηε ηηκή  

f(x1) = f
1

4
2

e . 

B2). Ηζρχεη P(A) = x1 = 
1

2
,  P(B) =  

1 4 2

36 6

f x e

e e
.  

B3). Τπνζέηνπκε φηη Α, Β είλαη αζπκβίβαζηα. Ηζρχεη ν απιφο πξνζζεηηθφο λφκνο, άξα  

Ρ(Α Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) = 
1

2
 + 

2

3
 = 

7

6
, πνπ είλαη Άηνπν.  

Δπνκέλσο ηα ελδερφκελα Α, Β είλαη αζπκβίβαζηα.  

 

Β4). Ηζρχεη Α   Β  = Α (Β )  = Α Β = Β Α  = Β  Α.  

Άξα  Β  Α  Β  Ρ(Β  Α)  Ρ(Β)  Ρ(Α   Β )  
2

3
. 

Θέινπκε λα δείμνπκε φηη  
1

6
 P(Α   Β )  

1

6
 P(Β  Α)  

1

6
 P(Β)  Ρ(Α Β)  

1

6
   

2

3
  

Ρ(Α Β)  Ρ(Α Β)  
2

3
   

1

6
  Ρ(Α Β)  

1

2
.  Ηζρχεη αθνχ Α Β  Α  Ρ(Α Β)  Ρ(Α) = 

1

2
.   

Δπνκέλσο ηζρχεη 
1

6
 P(Α   Β )  

2

3
.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Δμεηάδνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο λ σο πξνο κία πνζνηηθή κεηαβιεηή Υ θαη νκαδνπνηνχκε ηηο 

παξαηεξήζεηο ηνπ δείγκαηνο ζε 5 ηζνπιαηείο θιάζεηο πιάηνπο c, φπσο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ 

πίλαθα :  

Κεληξηθέο 

Κιάζεηο 

Σηκέο 

xi 

fi% Fi Fi% 

[α, )    ι 

[  , )    3 ι + 10 

[  , )     

[  , )    θ ι
2
  2 ι + 10 

[  , )    θ ι
2
  3 ι + 30 

΢χλνια     
 

Γίλεηαη φηη νη αζξνηζηηθέο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο F3 θαη F5 είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο :   

5 x
2
  8 x + 3 θ = 0 , φπνπ x  R θαη  θ  R.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη θ = 1 θαη ι = 10.                                                                            Μνλάδεο 8 

Γ2). Να απνδείμεηε φηη f1 % = 10 , f2 % = 30, f3 % = 20 , f4 % = 30 θαη f5 % = 10.            Μνλάδεο 5 

Γ3). Αλ ην 25 % ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κηθξφηεξεο ηνπ 16 θαη ην 25 % ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη  

        κεγαιχηεξεο ή ίζεο ηνπ 24, ηφηε λα απνδείμεηε φηη α = 10 θαη c = 4.  
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        ΢ηε ζπλέρεηα λα κεηαθέξεηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα θαηάιιεια  

        ΢πκπιεξσκέλν,                                                                                                             κνλάδεο 8 

Γ4). Αλ ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κεγαιχηεξεο ή ίζεο ηνπ 22 είλαη 800, ηφηε λα  

        ππνινγίζεηε ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο.                                                                      Μνλάδεο 4 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). Ηζρχεη φηη F5 = 1, άξα απφ ηνπο ηχπνπο ηνπ Vieta, έρνπκε :  

3 5

3 5

8

5

3

5

F F

F F

  
3 5

3

8
1

5

3

5

F

F

  
3

3

3

5

3

5

F

F

  
3

3

5

3 3

5 5

F

  3

3

5

1

F
.  

Ηζρχεη F5 % = 100  θ ι
2
  3 ι + 30 = 100  ι

2
  3 ι 70 = 0.  

Λχλνπκε ηελ εμίζσζε , έρνπκε Γ = 289 > 0, δχν ιχζεηο  ι = 10 θαη  ι = 7, ε νπνία απνξξίπηεηε 

αθνχ ην ι = F1 %  0,  άξα έρνπκε  ι = 10.  

Γ2). f1 % = F1 % = ι = 10.  

        F2 % = 3 ι + 10 = 40. 

        f2 % = F2 %  F1 % = 40  10 = 30.   

        F3 % = 100 F3 = 60.   

        f3 % = F3 %  F2 % = 60  40 = 20. 

        F4 % = θ ι
2
  2 ι + 10 = 90. 

        f4 % = F4 %  F3 % = 90  60 = 30.  

        f5 % = F5 %  F4 % = 100  90 = 10.  

 

Γ3). Έρνπκε 25 % = f1 % + 
1

2
f2 %  x2 = 16 

        Δπίζεο 25 % = 
1

2
f4 % + f5 %  x4 = 24.  

        Άξα  x4  x2  = 2 c  2 c = 8  c = 4.  

Δπνκέλσο νη θιάζεηο είλαη [α, α+  4) θαη [α + 4, α + 8).  

Άξα   x2 = 
4 8

2
  16 = 

2 12

2
  2 α + 12 = 32  2 α = 20  α = 10.  

Άξα  

Κιάζεηο 

[…, …) 

Κεληξηθέο 

ηηκέο xi 

΢ρεη.΢πρλ. 

Πνζνζηφ fi % 

Αζ.΢ρεη.΢πρλ 

Fi 

Αζ.΢ρεη.΢πρλ 

Πνζνζηφ Fi % 

[10, 14) 12 10 0,1 10 

[14, 18) 16 30 0,4 40 

[18, 22) 20 20 0,6 60 

[22, 26) 24 30 0,9 90 

[26, 30) 28 10 1 100 

΢χλνια  100   

 

Γ4). Μεγαιχηεξεο ή ίζεο ηνπ 22 είλαη f4 % + f5 % = 40 % ησλ παξαηεξήζεσλ.  

΢ην 40 % ησλ παξαηεξήζεσλ αληηζηνηρνχλ 800 παξαηεξήζεηο. Άξα 40 λ = 800 100  λ = 2000.  

   

 

 

 

ΘΔΜΑ Γ 
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Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
2 1

x

x
 + 1,  x  R θαη ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = {σ 1, σ2, σ3, σ4}, φπνπ   

σ1 = 1, σ2 = 0   θαη   1 < σ3 < σ4. Γίλνληαη, επίζεο, νη πηζαλφηεηεο P(σi) = f(σi)  
1

3
, φπνπ i = 1, 2  

θαη P(σ3) = 
1

'1
lim

6 1x

f x

x
. 

Γ1). Θεσξνχκε ηα ελδερφκελα Α, Β θαη Γ ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε A = (σ  Ω / f (σ)  0 },    

        Β = {σ  Ω / f(σ) > 1 } θαη Γ = { σ  Ω / x
2
 + σ x   

1

4
, γηα θάζε x  R }.  

        α). Να βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο P(σ1), P(σ2), P(σ3)  θαη P(σ4).   

        β). Να βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο P(Α), P(Β), P(Γ) θαη P(A  B).                                         

Μνλάδεο 16 

Γ2). Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο (ε) ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f, ε νπνία 

ζρεκαηίδεη  

        κε ηνλ άμνλα x x γσλία 45
o
.                                                                                                 

Μνλάδεο 4 

Γ3). Αλ Μθ(σθ, yθ),  θ = 1, 2, 3, 4 είλαη ζεκεία ηεο εθαπηνκέλεο (ε): y = x + 1, κε 2 δσ = δyθ θαη Ryθ 

= 5 

        ηφηε λα ππνινγίζεηε ηα σ3 θαη σ4 ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω, φπνπ  

        δσ  : ε δηάκεζνο ησλ ηεηκεκέλσλ ησλ ζεκείσλ Μθ,  

        δy :  ε δηάκεζνο ησλ ηεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ Μθ θαη  

        Ry  :  ην εχξνο ησλ ηεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ Μθ .                                                              

Μνλάδεο 5 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). α). έρνπκε :  

 Ρ(σ1) = Ρ( 1) = f( 1)  
1 1 1 1

1
3 2 3 6

.  

 Ρ(σ2) = Ρ(0) = f(0)  
1 1 2

1
3 3 3

.  

 έρνπκε f (x) = 
2

2

1 1

1

x x

x
, άξα  

2
1 1 2

' 11 1 1
lim lim

6 1 6 21
x x

f x x

x x
 

      Δπνκέλσο Ρ(σ3) = 
1

'1
lim

6 1x

f x

x
 = 

1 1 1

6 2 12
.  

 Ρ(σ4) = 1  Ρ(σ1)  Ρ(σ2)  Ρ(σ3) = 
1

12
.  

 

Γ1), β). ηζρχεη f (σ)  0  
2

2

1
0

1
  1  σ

2
  0  { σ   1 ή  σ  1 }. Άξα  Α = { 1, σ3 , 

σ4}.  

Καη  Ρ(Α) = Ρ( 1) + Ρ(σ3) + Ρ(σ4) = 
1 1 1 1

6 12 12 3
.  

 ηζρχεη f(σ) > 1  
2

1 1
1

  σ > 0, άξα Β = {σ3, σ4}.  
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Καη  Ρ(Β) = Ρ(σ3) + Ρ(σ4) = 
1 1 1

12 12 6
.  

 γηα θάζε x  R ηζρχεη   x
2
 + σ x  

1

4
  x

2
 + σ x + 

1

4
  0.  

Πξέπεη Γ  0  σ
2
  1  0  σ  [ 1, 1]. Άξα  Γ = { 1, 0}.  

Καη  Ρ(Γ) = Ρ( 1) + Ρ(0) = 
1 2 5

6 3 6
.  

 ηζρχεη A  B = { 1}  θαη  Ρ(Α  Β) = Ρ( 1) = 
1

6
.  

Γ2). Έζησ Μ(x0, f(x0)) ην ζεκείν επαθήο ηζρχεη f (x0) = εθ45
ν
 = 1  

2

0

2
2

0

1
1

1

x

x
      x0 = 

0. 

Άξα, έρνπκε  f(0) = 1,  f (0) = 1 θαη ε εθαπηφκελε ηεο Cf ζην ζεκείν Μ είλαη :  

y  f(0) = f (0) (x  0)  y  1 = 1 (x  0)  y = x + 1.  

 

Γ3). Έρνπκε σi = 1, 0, σ3, σ4. Άξα  

 Μ1  (ε)  y1 = σ1 + 1 =  1 + 1 = 0. 

 Μ2  (ε)  y2 = σ2 + 1 = 0 + 1 = 1. 

 Μ3  (ε)  y3 = σ3 + 1. 

 Μ4  (ε)  y4 = σ4 + 1.  

Ηζρχεη 1 < σ3 < σ4,  άξα y1 < y2 < y3 < y4.  

Δπνκέλσο ην εχξνο Ry = y4  y1  5 = (σ4 + 1)  0  5 = σ4 + 1  σ4 = 4.  

 δσθ = 3 30

2 2
 

 δyθ = 3 30 1 2

2 2
,  

Ηζρχεη 2 δσθ = δyθ   3 32
2

2 2
      σ = 2.  
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ΠΑΝΔΛΛΑΓΗΚΔ΢ ΔΞΔΣΑ΢ΔΗ΢  Γ΄ ΣΑΞΖ΢ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ 

ΓΔΤΣΔΡΑ 20 ΜΑΪΟΤ 2013 ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΢ΣΟΗΥΔΗΑ ΢ΣΑΣΗ΢ΣΗΚΖ΢  

 

ΘΔΜΑ Α 

Α1). Να απνδείμεηε φηη ε παξάγσγνο ηεο ηαπηνηηθήο ζπλάξηεζεο f(x) = x είλαη f (x) = 1, γηα  

        θάζε x  R.                                                                                                                  Μνλάδεο 7 

 

Α2). Έζησ κηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ Α. Πφηε ιέκε φηη ε ζπλάξηεζε f παξνπζηάδεη ηνπηθφ  

         ειάρηζην ζην x0  Α ;                                                                                                 Μνλάδεο 4 

 

Α3). Να δψζεηε ηνλ νξηζκφ ηεο δηακέζνπ (δ) ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ.               Μνλάδεο 4 

 

Α4). Να ραξαθηεξίζεηε ηηο πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνχλ, γξάθνληαο ζην ηεηξάδηφ ζαο, δίπια ζην  

        γξάκκα πνπ αληηζηνηρεί ζε θάζε πξφηαζε, ηε ιέμε ΢σζηφ, αλ ε πξφηαζε είλαη ζσζηή, ή  

        Λάζνο, αλ ε πξφηαζε είλαη ιαλζαζκέλε. 

        α). Γηα ηε ζπλάξηεζε f(x) = 
1

x
, x  0 ηζρχεη φηη f (x) = 

2

1

x
.    

        β). Γηα ην γηλφκελν δχν παξαγσγίζηκσλ ζπλαξηήζεσλ f, g ηζρχεη φηη  

              (f(x)g(x))  = f (x) g(x) + f(x) g (x).                                                                             

        γ). Σν ξαβδφγξακκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκψλ κηαο πνζνηηθήο  

              κεηαβιεηήο.                                                                                                             

        δ). Ζ δηάκεζνο είλαη έλα κέηξν ζέζεο, ην νπνίν επεξεάδεηαη απφ ηηο αθξαίεο παξαηεξήζεηο.    

        ε). Γηα δχν ελδερφκελα  Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Ω κε Α  Β, ηζρχεη φηη Ρ(Α) > Ρ(Β)  

                                                                                                                                            Μνλάδεο 10 

ΛΤ΢Ζ 

Α1). Έρνπκε f(x + h)  f(x) = (x + h)  x = h,  θαη γηα h  0,  

         
f x h f x h

h h
 = 1.  

         Δπνκέλσο 
0 0

lim lim1 1
h h

f x h f x

h
,  

         Άξα   (x)  = 1.  

  
O 

y=x y 

x 
 

 
O 

y=1 

y 

x 
 

A2). Μηα ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνχ ην Α ιέκε φηη παξνπζηάδεη ηνπηθφ ειάρηζην ζην x0  A,  

        Όηαλ f(x)  f(x0) γηα θάζε x ζε κηα πεξηνρή ηνπ x0.  

 

A3).  Γηάκεζνο (δ) ελφο δείγκαηνο λ παξαηεξήζεσλ νη νπνίεο έρνπλ δηαηαρζεί ζε αχμνπζα ζεηξά  

         νξίδεηαη σο ε κεζαία παξαηήξεζε, φηαλ ην λ είλαη πεξηηηφο αξηζκφο ή  ν κέζνο φξνο  

         (εκηάζξνηζκα ) ησλ δχν κεζαίσλ παξαηεξήζεσλ φηαλ λ είλαη άξηηνο αξηζκφο.  

 

Α5). (α). Λ      (β). (΢)        (γ). Λ        (δ). Λ         (ε). Λ. 
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ΘΔΜΑ Β 

Γίλεηαη ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Ω = {σ1, σ2, σ3, σ4} θαη ηα ελδερφκελα Α = {σ1, σ4}θαη Β = {σ1, σ3} 

Γηα ηηο πηζαλφηεηεο ησλ απιψλ ελδερνκέλσλ {σ1} θαη {σ3}ηνπ Ω ηζρχεη φηη : 

 H  P(σ1) = 
2

3 21

1 1 1
lim

2 x

x x

x x
,  

 H Ρ(σ3) είλαη ίζε κε ην ξπζκφ κεηαβνιήο ηεο f(x) σο πξνο x, φηαλ x = 1,  

     φπνπ f(x) = 
3

x
lnx,  x > 0  

Β1). Να απνδείμεηε φηη P(σ1) = 
1

4
 θαη P(σ3) = 

1

3
.                                                           Μνλάδεο 10 

Β2). Να απνδείμεηε φηη 
1

3
 ≤ P(A ) ≤ 

3

4
, φπνπ A  ην ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ A.                  Μνλάδεο 7 

Β3). Αλ P(A ) = 
3

4
, ηφηε λα βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο P(σ2), P(σ4),  P[(A  B) (B  A)] θαη  

        P(Α   Β ),  φπνπ Β  ην ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ Β.                                                      Μνλάδεο 8 

ΛΤ΢Ζ 

 

Α 

σ4 σ1 

σ2 

Β 

Ω 

σ3 

 
 

Β1). 
2

3 21

1 1
lim
x

x x

x x
 = 

2 2

1 2 2

1 1 1 1
lim

1 1 1
x

x x x x

x x x x
 = 

2
2 2

1 2 2

1 1
lim

1 1 1
x

x x

x x x x
 

         = 
2

1 2 2

1 1
lim

1 1 1
x

x x

x x x x
 = 

1 2 2

1
lim

1 1 1
x

x x

x x x x
 =  

          = 
1 2

1
lim

1 1
x

x x x
  = 

2

1

1 1 1 1 1

 = 
1

1 1 1 1 1
 =  

          = 
1 1

1 1 1 2
.                                                 0  Ρ(σ)  1 

 Ρ(σ1) = 
1

2

1

2
 = 

1

4
.  

 Ρπζκφο κεηαβνιήο ηεο f(x) = 
3

x
lnx , x > 0 σο πξνο ην x είλαη  

f (x) = 

' '
'

ln ln ln
3 3 3

x x x
x x x  = 

1 1
ln

3 3

x
x

x
 = 

1 1
ln

3 3
x  , x > 0 
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f (1) = 
1 1

ln1
3 3

 = 
1

3
.  

Άξα  Ρ(σ3) = 
1

3
.  

 

Β2). Ρ(Α ) = 1  Ρ(Α)  

        Α  = {σ2, σ3}.   Ρ(Α ) = Ρ(σ2) + Ρ(σ3)   Ρ(Α ) = Ρ(σ2) + 
1

3
                  0  Ρ(σ2) < 1  

        Άξα   Ρ(Α )΄  
1

3
                 

          Έζησ Ρ(Α )  
3

4
 δειαδή 

         1  Ρ(Α)  
3

4
  1  

3

4
  Ρ(Α)   

4 3

4
  Ρ(Α)  

1

4
  Ρ(Α) 

         Ρ(Α) = Ρ(σ1) + Ρ(σ4)  Ρ(Α) = 
1

4
 + Ρ(σ4)              0  Ρ(σ4) < 1 

         άξα  
1

4
  Ρ(Α).  

 

Β3).   Ρ(Α ) = 
3

4
  Ρ(σ2) + 

1

3
 = 

3

4
  Ρ(σ2) = 

3

4
  

1

3
 = 

9 4 5

12 12
.    

 

 Ρ(σ1) + Ρ(σ2)  + Ρ(σ3)  + Ρ(σ4) = Ρ(Ω)  
1 5 1

4 12 3
 + Ρ(σ4) = 1  

      
3 5 4

12
+ Ρ(σ4) = 1  

12

12
+ Ρ(σ4) = 1, Άξα  Ρ(σ4) = 0. 

 (Α  Β) (Β  Α) = .  

      Ρ[(Α Β ) (Β  Α)] = Ρ(Α  Β) + Ρ(Β  Α) = Ρ(σ4) + Ρ(σ3) = 0 + 
1

3
 = 

1

3
.  

 Α  = {σ2, σ3} ,   Β  = {σ2, σ4},  Α   Β  = {σ4},  Ρ(Α   Β ) = Ρ(σ3) = 
1

3
.  

2
νο 

 ηξφπνο 

  

Ρ(Α   Β ) = Ρ(Α (Β ) ) = Ρ(Α Β) =  

= Ρ(Β  Α) = Ρ(σ3) = 
1

3
.  

 

 

Α 

σ4 σ1 

σ2 

Β 

Ω 

σ3 
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ΘΔΜΑ Γ 

Θεσξνχκε έλα δείγκα λ παξαηεξήζεσλ κηαο ζπλερνχο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο X, ηηο νπνίεο 

νκαδνπνηνχκε ζε 4 ηζνπιαηείο θιάζεηο.  Γίλεηαη φηη :  

 ε κηθξφηεξε παξαηήξεζε είλαη 50.  

 ε θεληξηθή ηηκή ηεο ηέηαξηεο θιάζεο είλαη x4 = 85.  

 ε  ζρεηηθή   ζπρλφηεηα  ηεο  ηέηαξηεο  θιάζεο  είλαη   δηπιάζηα  ηεο  ζρεηηθήο ζπρλφηεηαο ηεο  

      ηξίηεο θιάζεο.  

 ε δηάκεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο είλαη δ = 75 θαη 

 ε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ ηνπ δείγκαηνο είλαη x  = 74.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη ην πιάηνο είλαη c = 10                                                                    Μνλάδεο 4 

Γ2). Να κεηαθέξεηε  ζην  ηεηξάδηφ  ζαο  ηνλ  παξαθάησ  πίλαθα  ζπκπιεξσκέλν ζσζηά  

 

 

 

Kιάζεηο Κεληξηθέο 

Σηκέο xi 

΢ρεηηθή 

΢πρλφηεηα fi 

[  ,  )   

[  ,  )   

[  ,  )   

[  , )   

΢χλνιν   

Γ3). Γίλεηαη φηη f1 = 0,1, f2 = 0,3, f3 = 0,2 θαη f4 = 0,4.  

Να απνδείμεηε φηη ε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ,  πνπ είλαη κηθξφηεξεο ηνπ 80, είλαη 
200

3
.   

                                                                                                                                              Μνλάδεο 7 

Γ4). Δπηιέγνπκε θ παξαηεξήζεηο ηνπ αξρηθνχ δείγκαηνο κε θ < λ, νη νπνίεο αθνινπζνχλ θαλνληθή 

θαηαλνκή κε  

 ην 2,5 % ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ λα είλαη ηνπιάρηζηνλ 74.  

 ην 16 % ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ λα είλαη ην πνιχ 68.  

Να βξείηε ηε κέζε ηηκή θαη ηελ ηππηθή απφθιηζε ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ θαζψο θαη λα 

εμεηάζεηε αλ ην δείγκα ησλ παξαηεξήζεσλ απηψλ είλαη νκνηνγελέο.                                Μνλάδεο 6 

ΛΤ΢Ζ 

Γ1). Έρνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπρλνηήησλ : 

 

Κιάζεηο 

[α, β) 

θεληξηθέο 

ηηκέο Υη 

΢ρεηηθέο 

ζπρλφηεηεο fi 

[50, 50 + c) x1 f1 

[50 + x, Β0 + 2 c) x2 f2 

[50 + 2 c, 50 + 3 c) x3 f3 

[50 + 3 c, 50 + 4 c) x4 = 85 f4 = 2 f3 

  1 

Ηζρχεη : x4 = 
50 3 50 4

2

c c
  85 = 

100 7

2

c
  170 = 100 + c  7 c = 70  c = 10.   

 

Γ2). Δθφζνλ ε δηάκεζνο ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη : δ = 75 ηζρχεη :   

3 3
1 2 4

2 2

f f
f f f    1 2 4f f f     (1) 

Δπίζεο : f1 + f2 + f3 + f4 = 1  f4 + f3 + f4 = 1  f3 + 2 f4 = 1  5 f3 = 1, αθνχ f3 = 0,2,  

Δπνκέλσο : f4 = 0,4  θαη απφ ηελ (1) παίξλνπκε f1 + f2 = 0,4     (3) 

Με ηα δεδνκέλα απηά ν πίλαθαο γίλεηαη :  
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Κιάζεηο 

[α, β) 

θεληξηθέο 

ηηκέο  xi 

ζρεηηθέο 

ζπρλφηεηεο fi 

xi fi 

[50, 60) 55 f1 = 0,1 55 f1 

[60, 70) 65 f2 = 0,3 65 f2 

[70, 80) 75 0,2 15 

[80, 90) 85 0,4 34 

  1  

 

Οπφηε γηα ηε κέζε ηηκή έρνπκε : 
4

1

i i

i

x x f   74 = 55 f1 + 65 f2  + 15 + 34  

 55 f1 + 65 (0,4  f1) = 25  55 f1  65 f1 + 26 = 25  10 f1 = 1  f1 = 0,1.  

Σειηθά : f2 = 0,4  f1  f2 = 0,3.  

 

Γ3). Γηα ηε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξφηεξεο ηνπ 80 έρνπκε :  

 

xi fi λi 

55 0,1 0,1 λ 

65 0,2 0,3 λ 

75 0,3 0,2 λ 

85 0,4 0,4 λ 

 

Δπεηδή νη ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο ηξνπνπνηνχληαη ζην λέν δείγκα έρνπκε ηνλ λέν πίλαθα : 

xi vi 

55 0,1 λ 

65 0,3 λ 

75 0,2 λ 

85 0,4 λ 
3

1

1 1
0,1 55 0,3 65 0,2 75

0,6 0,6
i i

i

x x v v v v
v

 = 
1

55 3 65 2 75
6 v

 =  

     = 
55 195 150 400 200

6 6 3
.   

 

Γ4). Γηα ηελ θαλνληθή θαηαλνκή έρνπκε : 
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Ηζρχνπλ : y  + 2 S = 75 θαη y   S = 68. 

Λχλνληαο ην ζχζηεκα παίξλνπκε S = 2 θαη y  = 70. 

΢πλεπψο : CV = 
2 1 1

70 35 10

S

y
  θαη ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο.  

 

ΘΔΜΑ Γ 

Θεσξνχκε ηε ζπλάξηεζε f(x) = x lnx + θ, x > 0, φπνπ θ αθέξαηνο κε θ > 1 θαη ηελ εθαπηνκέλε (ε) 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν (1, f(1)), ε νπνία ζρεκαηίδεη κε ηνπο άμνλεο, ηξίγσλν 

εκβαδνχ E, κε E < 2.  

Γ1). Να απνδείμεηε φηη θ = 2.                                                                                              Μνλάδεο 5 

Γ2). Έζησ x1, x2,  . . ., x50  νη ηεηκεκέλεο 50 ζεκείσλ ηεο (ε) ησλ νπνίσλ νη αληίζηνηρεο ηεηαγκέλεο 

ηνπο έρνπλ κέζε ηηκή y  = 31.  

α). Να απνδείμεηε φηη x  = 30.    

β). Γηα ηηο ηεηκεκέλεο ησλ παξαπάλσ ζεκείσλ ζεσξνχκε φηη : 

     Κάζε κία απφ ηηο ηεηκεκέλεο x1, x2, ..., x20 απμάλεηαη θαηά 3, νη επφκελεο 15 ηεηκεκέλεο  

     παξακέλνπλ ζηαζεξέο θαη θάζε κία απφ ηηο ππφινηπεο ειαηηψλεηαη θαηά ι  R κε ι > 0. 

     Να βξείηε ην ι, ψζηε ε λέα κέζε ηηκή ησλ ηεηκεκέλσλ λα είλαη ίζε κε 31.                 Μνλάδεο 6 

Γ3). Αλ 
1

e
 < α < β < γ < e  κε  α

α
β

β
γ

γ
 = e

7
, ηφηε  λα  βξείηε ην εχξνο R θαη ηε κέζε ηηκή ησλ ηηκψλ  

        f(α), f(β), f(γ), f(e), f 
1

e
, φπνπ f(x) = x lnx + 2.                                                      Μνλάδεο 7 

Γ4). Θεσξνχκε ηνλ δεηγκαηηθφ ρψξν 

        Ω = {tn, n = 1, 2, 3,..., 30 : 0 < t1 < t2 < . . . < t10 < 
1

e
 < t11<... < t30 = 1}.  

        κε ηζνπίζαλα απιά ελδερφκελα, θαζψο θαη ηα ελδερφκελα  

        Α = { t  Ω : ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν (t, f(t)), λα ζρεκαηίδεη  

                  κε ηνλ άμνλα x x νμεία γσλία },  

        Β = {t  Ω : f(t) > f (t) + 1},  φπνπ f(t) = t lnt + 2.  

        Να βξεζνχλ νη πηζαλφηεηεο : 

        α). λα πξαγκαηνπνηεζεί ην ελδερφκελν Α.    

        β). λα πξαγκαηνπνηεζνχλ ζπγρξφλσο ηα ελδερφκελα Α θαη Β.                                   Μνλάδεο 7 
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ΛΤ΢Ζ 

Γ1). f(x) = x lnx + θ , x > 0 , θ > 1. 

        (ε) : y = α x + β,  φπνπ α = f (x0) 

         A(1, f(1))         f(1) = 1 ln1 + θ 

         Α(1, θ)             f(1) = θ.  

         f (x) = (x lnx + θ)   f (x) = (x lnx)  + (θ)  = (x) lnx + x (lnx)   f (x) = lnx + x
1

x
  

         f (x) = lnx + 1  f (1) = ln1 + 1  f (1) = 1.  

        (ε) : y = 1 x + β  θ = 1 + β  β = θ  1 

        (ε) :  y = x + θ  1 

         ή  (ε) : y  y0 = f (x0) (x  x0)  y  θ = 1 (x  1)  y = x 1 + θ.  

 

 

Ο 

1 

y 

x 

 

H (ε)  ηέκλεη ηνπο άμνλεο  

x = 0 ,  y = θ  1 

y = 0  ,  x = 1  θ.  

άξα Δηξηγψλνπ = 
2

x y
  

Δ = 
1 1

2
   

     Δ < 2 ,  Δ = 

2
1

2
 < 2. 

     (θ  1)
2
 < 4                                 θ  αθέξαηνο  

     θ  1  < 2                                  θ > 1    

     2 < θ  1 < 2  

     1 < θ < 3     άξα  θ = 2.   

 

Γ2). α). y  = 31    γηα θ = 2    (ε) : y = x + 1.  

 

1
νο

 Σξφπνο 

΢χκθσλα κε ηελ εθαξκνγή ηνπ βηβιίνπ 3 ζειίδα 99 : 1y x   31 = x  + 1  x  = 30. 

 

2
νο

 Σξφπνο 

1 2 50

50

y y y
y


  1 2 501 1 1

31
50

x x x
  1 2 50 50

31
50

x x x
   

 1 2 50 50
31

50 50

x x x
  31 = x   + 1  x   = 30.  

 

β). 50

50
x   

550

50
x   ΢50 = 1500  

      1 2 20 21 22 35 36 37 503 3 3

50

x x x x x x x x x
x

  
  

       50 3 20 15

50
x   31 50 = 1560  15 ι  1550 = 1560  15 ι    

         15 ι = 1560  1550   15 ι = 10   ι = 
10

15
   ι = 

2

3
.  
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Γ3). f(x) = x lnx + 2 , x > 0 

        f (x) = lnx + 1   

        f (x)  0  

        lnx + 1  0   lnx   1   x  
1

e
.   

 

 

x 1/e                                                       e 

f (x) + 

f(x) 
                

H f γλεζίσο αχμνπζα ζην 
1

,e
e

 

Άξα f
1

e
 < f(α) < f(β) < f(γ) < f(e) 

f 
1 1 1

ln 1
e e e

 = ln1  lne + 1 = 0  1 + 1 = 0. 

f 
1 1 1 1 1

ln 2 1 2 2 0
e e e e e

  

f(e) = e lne + 2 = e 1 + 2 = e + 2.  

Άξα R = f(e)  f 
1

e
   

        R = e + 2  0 = e + 2.  

1
'

5

f f f f e f
e

x   
ln ln ln 8

5

e
x    

 
ln ln ln 8

5

e
x   

ln 8

5

e
x   

7ln 8

5

e e
x    

 
7 ln 8

5

e e
x   

7 8

5

e
x   

15

5 5

e
x    3

5

e
x .  

 

Γ4). α). αθνχ ε εθαπηφκελε ηεο Cf ζην ζεκείν (7, f(7)) ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x x νμεία γσλία σ  

εθσ = f (t) > 0,  άξα ln7 + 1 > 0,  

ln7 >  1  ln7 > ln
1

e
     (ε  ln είλαη θλ. αχμνπζα)   7 > 

1

e
 

Άξα  Α = {t11, t12,    , t30},  Ρ(Α) =    , Ρ(Α) = 
20

30
  Ρ(Α) = 

2

3
.  

 

β). f(t) > f (t) + 1 

      t lnt + 2 > lnt + 2 

      t lnt  lnt > 0  

      (t  1) lnt > 0 

 

 

t 0                             1                                       +  

t  1  + 

lnt  + 

(t  1) lnt + + 

0 < t < 1 

B = {t1, t2,    , t29} 

Ρ(Α Β) = 
19

30
.  

 


